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Mecanica Newtoniana — Instituto de Fisica

Examen de 17 de febrero de 2022 — Solucidon

Problema 1

(a) Como el potencial solo depende de la distancia r, la particula se mueve bajo la accién de una fuerza central
que deriva de U(r). Esto implica que se conserva la energia mecdnica E, porque la fuerza es conservativa y que
se conserva el momento angular fo respecto al origen, porque la fuerza es central y el momento de fuerzas
respecto al origen es nulo.

La particula se mueve en el plano definido por la posicién y velocidad iniciales. Usamos coordenadas polares
cilindricas (r, 0, z) para describir el movimiento y su base correspondiente {é,, &y, l;}

posicién  : 7 (t) = ré,, 7(0) = 78,
velocidad : T(t) = 7(t) = 76, + rg,  7(0) = rof(0)ég
médulo cuadrado : ||T||> = T - T =72 +r202, || T(0)]*> = r26(0)?

Consideramos la conservacién del momento angular:

Lo =mT7 X ¥ = const. mrov l
© Lo _ L
Calculamos Lo y evaluamos en t = 0. mr mr
Lo =mré, X (1ré, + r0éy) donde sot [l
e
= LOH = mrovy

= mrzél; = mTo’Uofi

Planteamos la conservacion de la energia mecanica F, expresada en términos de 7.

El resultado equivale al de una particula en una —12 .9 242
. o . . m|| 7| mr?  mr2f
dimensién en un potencial efectivo dado por E= —g +U(r) = - + 5 +U(r)
der I my? ? kr?
Uef(r) - 2m7,,2 + U(T) = T —+ W —+ 7 — const.
Evaluando en ¢ = 0 obtenemos
ma? mug  krd
E=— i =040
2 + Uet(r) 5 + >

(se encuentra el mismo resultado planteando la primera cardinal para la particula y preintegrando la ecuacién
de movimiento). Siendo k£ > 0 (segin enunciado) podemos afirmar que el potencial efectivo diverge a medida
que aumenta 7.
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El término de energia cinética radial T=E—Uglr) >0 < E > Ust(r)

T def mfZ
D) Como E = const. y Uwt(r) 2252 400, la desigualdad
] o anterior solo se mantiene si existe un radio méaximo s
es definido positivo, lo que lleva a que las tra-
tal que
r<ry

yectorias de la particula deben ser acotadas.
para todo el movimiento. Por lo tanto, la trayectoria de la

particula siempre es acotada.

Observamos que ademds existe un radio minimo r,,, ya que Us(r) — 400 si » — 0. Los radios r, v 7 se
)
pueden determinar resolviendo T'(r) = 0 (solo nos interesan soluciones con r > 0). Definimos por conveniencia

la. variable Q % \/k/m.
Resolviendo:

1? kr?
mr \/Ei\/EQ—(QZ)Q
r+ =
k

Obtenemos una ecuacién cuadratica para r2. Sustituyendo los valores de E y [ se obtienen las soluciones

Tm ¥ 7 corresponden al minimo y al méximo de {r_,r},

respectivamente.
PR . def
La érbita es circular solo cuando r(t) = const. = r.. En ese caso debemos tener ry = r_ = r. y obtenemos las
condiciones equivalentes
def
E =

vg = Qryg = v,
(se llega al mismo resultado al imponer T' = 0 para todo tiempo; también al analizar la ecuacién de movimiento

de la particula con r(t) = const.).

()
FE = mv(z) kfr% = 5kr§ = 2m7’(2)Q

En esta parte tenemos vg = 2v. = 2Qrg. _
2 2 2

Despejamos 7(t) a partir de la ecuacién de conservacién de la energia. Usamos un cambio de variables para

obtener la integral que determina el tiempo At:

. dr 2[E — Usgt(1)] Y3 .
T:E: S — ! At:/‘/iﬂE—Ud(T)]dr

t(ry) T4
dt = % — At = / dt = % Sustituyendo las expresiones para este caso:
r r
t(r_) r_ 2ro Ao
1 drg | 2
At:Q/{5r§+r2—T2] dr

To
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Problema 2

(a) Consideramos un sistema de referencia fijo con origen en el punto O y base {i,j, k}. Planteamos las fuerzas
sobre cada cuerpo y las cardinales correspondientes. Como las articulaciones son lisas, no aparecen momentos

reactivos.
B Di tati
J Ray (los Sentidos de 106 vedtores
pueden ser diferentes)
1
k
Np
%lsemp
Ty
Fuerzas sobre AB: Fuerzas sobre OA:
R4 = Ra,1+ Rayj, aplicada en A Ro = Ro.1+ Roy, aplicada en O
Rp =Tgi+ Npgj, aplicada en B —RA =—Rp:1— Ra,j, aplicada en A
J, ap. yJs ap

P = —Mgj, aplicada en G

(T representa la fuerza de friccién estética en B). Consideramos las ecuaciones cardinales con el sistema en
reposo. El dngulo de inclinacion vale ¢(0) = 45° con lo cual cos ¢ = sen ¢ = 1//2.

Primera cardinal OA: Ro—RBs=0= Ro =R,

Segunda cardinal OA: ToaX Ba=0
= respecto a O

= Toa=(A+))l/V2

A . . l o
(i+47) X (Razi+ Rayj) = E(RAy —Raz)k=0

.
Primera cardinal AB: Rus+T5 =0

| Ray + Np — Mg =0|

L
V2

Segunda cardinal AB: o X EA t Fep X (TBi—F Ngj) =0

= respecto a G l .
P 7(*RAy*RAm+NB+TB)k:O
s Toa=(-1+))1/2v2

2v2
= Top=(1-))/2v2

—|-Ray — Ras + Np +T5 = 0|
Combinamos las ecuaciones y resolvemos el sistema.

La solucién del sistema nos lleva a
3M M
29 29
4 4

Rae = Ray

Raz +18=0 Np
Ray+Np—Mg=0

—Rgy —Rax +Np+1p =0
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Observamos que no puede ocurrir un desprendimiento ya que N > 0. Para que el punto B no deslice se debe
cumplir la condicién

1
|TB| < pus|NB| +—  ps > 3

(b) La velocidad angular de la barra AB estd dada, en general, por @ = —¢k (cuando ¢ < 0, B se mueve hacia
la derecha y la barra gira en sentido antihorario).
Evaluamos las cardinales en ¢t = 0, considerando ¢(0) = 45° y ¢(0) = 0.

Movimiento del centro de masa G:

. . R R
e = —p(—3senpi+cospj) = 0
T = (3cosi+sengi) = ——(3i+]) . e
rg==(3cospl+seny]) = —=(31+] L& l¢
2 t=0 2,/2 ada = §(73 sen i + cos j) — %(3 cos 1 + sen j)

lg
t=0 2/2
Las fuerzas y momentos sobre el sistema son andlogos a la parte anterior (como hay deslizamiento, ahora T
representa la fuerza de rozamiento dindmica). La barra OA no tiene masa ni momento de inercia. Por lo tanto
sus ecuaciones cardinales son idénticas a las de antes y obtenemos

Ray = Ray .

(=3i+7))

El momento de inercia de AB con respecto a G vale I = MI?/12.
Primera cardinal AB: 3MIg
Raz+Tp ="
2v2

Mg

Rpy+Np—Mg=—>=
Ay B g 2\/5

Segunda cardinal AB: (con respecto a G) Foa X Bat Tep X (Toi+ Naj) = Iol + & x Io@

Evaluando en ¢t = 0, con @ (0) = 0y &(0) = —¢@k, tenemos
l . M-
' _(~Ray — Ras + Np + Tp)k = - — 2k
2\&( Ray — Ruay + Np+1T5) B

Agrupamos los resultados en un sistema de ecuaciones. Considerando que B comienza a moverse hacia la derecha,

agregamos la relacién de la fuerza de rozamiento dindmica Tp = —upNp.
Ml Combinamos {(7) + (4¢) + (¢44) } y {(i43) — (i)} (por ejem-
—Ray — Raz + Np+Tp = —37\;; (4) plo):
3MIp Mg  2Mly .
RAx—FTB:—ﬁ (44) (1_/~Lk)NB—7——37\/§ (iv)
i L+ gy — 119 = M
_ — pk)Np — Mg = (v)
Ray+ Np— Mg Wi (4i7) /2
Tp = —Np y a continuacién {(1 + ug)(iv) — (1 — ug)(v)}:
Ras = Ra, 1 AM1$
—(L4 )= +1— | Mg = ——2(2—
L+ )35 i | Mg 373 (2 — )
. 3 (1-3uk)g
cnvEe-m Y

Como hay deslizamiento, sabemos que p; < 1/3 por la parte anterior. Entonces, usando que py < ps, observamos
que ¢(0) < 0. Este resultado es compatible con nuestra suposiciéon de B moviéndose hacia la derecha. También
se obtiene Np > 0: no hay desprendimiento en el instante inicial. Se puede mostrar que si suponemos que B se
mueve hacia la izquierda llegamos a una contradiccién, porque resultaria Ng < 0, que representa una normal
opuesta al sentido correcto.
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Problema 3

(a) Consideramos un sistema de referencia fijo Sy = {i, J , K} con I alineado segun el eje de rotacién, K horizontal
y J vertical hacia arriba. Consideramos también un sistema de ejes principales S; = {i,j, k} solidario a la placa,
tal que 1 es paralelo al lado mayor, j es paralelo al lado menor y k es normal a la placa.

CD = \/a? + (3a)? = V10a

Calculamos el tensor de inercia de la placa con respecto a su centro O usando el sistema Sj.

S es un sistema de ejes principales (por la si- La densidad superficial de masa es M/3a?. Los momentos
metria del cuerpo): de inercia se calculan mediante
I 3a/2 a/2 ,
[S1] re _ M 2 Ma
]IO = Iyy ; -—> J—— @ / dz / dyy” = >
zz —3a/2 —a/2
1 3a/2 a/2
Ma? M 9IMa?
151 = 9 — — 2 =
—3a/2 —a/2
_ 10Ma?

Iy S M A= oy = (cuerpo plano)

12
La velocidad angular de la placa tiene el sentido del eje de rotacién fijo: W = wl.

El vector I queda incluido en el plano de la pla-  El momento angular con respecto a O es

ca y forma un dngulo « con 1, que es el. angulo T _ sl _ Ma2w .
entre el lado largo de la placa y su diagonal. o=15"d = —=(1+3])
44/10
Entonces
3 1
cos = —— sena = ——
V10 V10

con lo cual I = cosaid + sen aj y por lo tanto
W = w(cos ad + sen aj).

(b) Consideremos las fuerzas que actian sobre la placa.

Fuerzas sobre la placa:

C = CxI+ Cyj + CZK: fuerza reactiva en C
D= DXT + Dyj + DZK: fuerza reactiva en D
P =—MgJ: peso en O

Utilizamos las ecuaciones cardinales en el sistema fijo Sy para determinar las fuerzas.
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Primera cardinal Cx +Dx =0
= = = Cy+Dy -Mg=0 = i
C+D+P=Mdipo=0 vy My 9= Dy =—Cy

Cz+Dz=0

w es constante: Como las articulaciones son lisas, su momento reactivo no tiene componente paralela al eje:
“(react.) % . . i
/\/l(oreaC ).1=0. Esto garantiza que la velocidad angular se mantenga constante, puesto que ademas, respecto

a O, ninguna de las fuerzas sobre la placa ejerce un momento con componente en esa direccion:
Ma? (1+3j) (31+3) 3Ma?

4 /10 Vio 20

—> w = const.

I PR -
d—tO-I:M(Oet')~I:O:>LO~I:const.

(Io@) - I=w

Segunda Cardinal = 9 9 9 2
L M M o
con respecto a O (centro de masa fijo): dd—to =W xlpw = ZOw Bi+j) x (i+3)) = a5w k
dLo _ /T/l’(oextj . B B
d ME*) = Foo x C+Top x D
Podemos usar las relaciones V10 a e N . . N
= 2= x (Oyd + C2K) +1x (Dyd + DzK)]
Top = e = 7 2
- oD 2 a Toc \/Ea . .
A ) . - Cz - D7)J + (Dy — Cy K]
s k = coswt] + senwtK 2 [( i 2) (Dy v)
(en el instante inicial la placa estd horizontal y Cy,— Dy = 2M aw? cos wi
k coincide con J). -, 5v/10
2M aw?
Dy — Cy = ——coswt

5v10

Sustituimos las expresiones halladas anteriormente para las componentes de las reacciones y llegamos a:

c Maw? : D Maw? "
= —F COS W = — COS W
7 510 7 5v/10
C! Maw? sen wt + Mg D Mauw? sen wt + My
= ———senwt+ —= = ——senwt+ —
ATy 2 Y 5v/10 2

Observamos que las cardinales no determinan las componentes Cx y Dx de las reacciones a lo largo del eje. De
todos modos, por las caracteristicas del sistema es esperable que ambas sean nulas.
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