Parte I. El lenguaje.

Ejercicio 1. (2 pts)

Indicar si es verdadero (V) o falso (F):
1. Si 0 < x < h para todo real h positivo = = = 0.
2.z<y=3Jz/r<z<y.
3.2>0=3IneN/ i<y
4. Existen p,q € N, ¢ # 0 tales que ’q’—z =2.

Solucién:

1. Verdadero. Supongamos por absurdo que z > 0. Tomando h tal que 0 < h < z (cuya existencia es
asegurada, por ejemplo, por la afirmacién 2.), tenemos que 0 < z < h < z. Esto implica que = < z, lo que
es absurdo.

2. Verdadero. Sea z = xT‘"y Tenemos que z < y <= xT-I-y <y <= ¥ <0y eso pasa pues 0 > z —y. Por
otrolado z < z <— z < % <= 0 < %% y eso también es consecuencia de que y — 2 > 0. Observar
que z = x + Y5 y escrito de esta forma se ve que z queda entre x e y, ya que le sumamos a z algo menor
que la distancia de y a z.

3. Verdadero. Si no existise un tal n € N, entonces para todos los naturales se tendria que % > <= % >n.
Esto contradice el hecho de que los naturales no estan acotados.

4. Falso. 2 = ’q’—z — 2= % — 2¢€ Q, pero v/2 no es racional.
Ejercicio 2. (2 pts)
1. Dibujar los siguientes subconjuntos del plano:
A={(z,y) ER?:2* +y* =2,y > 0},
B={(z,y) eR?*:2€0,1],2? <y <1}.
2. Calcular el area de B justificando brevemente.
Solucién:

1. El conjunto A es la circunferencia de radio v/2 y centro (0, 0), intersectada con el semiplano superior 3 > 0,
como se muestra en la primera grafica. El conjunto B es el area roja de la segunda grafica, que son los
puntos del cuadrado [0, 1]? que quedan por encima de la gréfica de y = z2.
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2. En el segundo gréfico, el area azul es % (va que es el drea bajo la curva y = 22 con x € [0,1] y esto fue
calculado en el teérico). El area roja es el area del cuadrado [0,1]? (pintado de verde) menos el drea azul.
El area del cuadrado verde es 1, por lo que el area del conjunto B es 1 — % = %

Ejercicio 3. (2 pts)

1. Calcular 22:2 2n=2,



2. Caleular Y} ag, ap=1VEk=1,...,n
3. Sea f :[0,3] — R definida por:

x, z €[0,1)
Jew-1), zeny
A B
0, z=3

Sea S = {(x,y) € R?: 2 € [0,3],0 <y < f(x)}. Indicar cuél de las siguientes sumas representa el area del
conjunto S, justificando su respuesta:

a) Z?:l %Z

b) Yoy

¢) Yioli+1)(z —1)

d) Y7o+ 1)(@ — i) (@i — wio1)

Solucién:
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2. Zzzl ak :ZZ:ll =n

3. En la siguiente figura se muestra el grifico de la funcién f. En rojo se muestra el conjunto S.
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El area del conjunto S es la suma del drea de los tridngulos rojos. Entonces:

1x1 1x2 1x3 1
Ag = - Zi
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Parte II. Ejercicios de calculo.

Ejercicio 4. (3 pts)
Hallar supremo, méximo, infimo y minimo del conjunto A = {z € R : 2?2 — a < 0}, discutiendo segin a.
Justifique sus respuestas.

Solucién:
= Sia=0, A={0} y sup(4) = inf(A) = max(A4) = min(4) = 0.
s Sia>0,A=[-a,/a]y se tiene que sup(A) = méx(A4) = /a y min(A) = inf(A) = —/a.

= Sia<0,A=0y no existe ni el méximo ni el supremo, ni el infimo ni el minimo.

Ejercicio 5. (2 pts)



Demostrar que n

3 — n es divisible entre 3 para todo n > 1.

Solucién:
Queremos probar que n® —n = 3k, con k € Z, para todo n > 1.

= Paso Base: Si ponemos n = 1 tenemos 12 — 1 = 0, que es miltiplo de 3, porque 0 = 3 x 0.

= Paso Inductivo:

e Hipétesis: La propiedad se cumple para n: n® —n = 3k con k € Z.

e Tesis: La propiedad se cumple para n + 1: (n+1)3 — (n+ 1) = 3r con r € Z.

e Demostracion:
m+12-m+1)=mn+D((n+1)2-1)=m+1)n*+2n+1-1) = (n+ 1)(n?> +2n) =
n3 +n? +2n2 + 2n = n3 + 3n? + 2n.

Aqui es el momento de hacer aparecer la hipétesis de induccién, es decir, n® —n = 3k, por lo cual
escribimos:

n3+3n%+2n = n3—n+3n?+3n = 3k+3(n*+n) = 3(k+n>+n). Esto muestra que (n+1)3—(n+1) =
3r, con r = k + n? + n.

Parte III. Escribir la teoria.

Ejercicio 6. (4 pts)

1. Definir particién del intervalo [a, b].

2. Definir funcién escalonada.

3. Definir integral de una funcién escalonada.

4. Dar un ejemplo de funcién escalonada y calcular su integral.

5. Demostrar que si s : [a,b] — R es una funcién escalonada y ¢ € R, entonces f; ¢ s(x)dx = cfab s(z)dx.

Solucién:

1. Se denomina particién P del intervalo [a,b] a un conjunto de puntos P = {xg, 21, ..., 2z, } que satisfacen:
To=0a,Tp, =byxp_1 <xp parak=12,...,n.

2. Una funcién s : [a, b] — R se dice que es una funcién escalonada si existe una particiéon P = {xg, z1,...,Z,}
del intervalo [a,b] en la que s(z) es constante en cada subintervalo abierto (zj_1,xy), para todo k =
1,2,...,n.

3. Sea s(z) una funcién escalonada en [a,b] y P = {zo,1,..., s} una particién de [a,b] en la que s(x) es
constante en cada subintervalo abierto (zx_1, ). Definimos la integral de s(x) en [a, b] como:

b n
/ s(z)dx = Z sk — xi-1)
a i=1
Donde s = s(z), con z € (vp_1,2k) y k=1,2,...,n.
4. Un ejemplo de funcién escalonada es:

1, size0,1)
“m_{27mxeuﬂ
Gréficamente, la funciéon s se muestra en la siguiente figura:
f(x)
2 |
L— l
0 1 2

Para este caso particular tenemos que:

2
/ s(z)dr=1x1+1%x2=3
0



5. Sea s : [a,b] — R una funcién escalonada y P = {zg,x1,...,Z,} una particién del conjunto [a, b] en la que
s(z) es constante en cada subintervalo abierto (xp_1,xy). Entonces ¢s(z) es una funcién escalonada, ya que
es constante constante en cada subintervalo abierto (x;_1, 2x). Si llamamos s, = s(x), con x € (rx_1,xk),
tenemos que cs(x) = csy para x € (xx_1,x). En virtud de la defincién de integral, resulta:

b n n b
/ cs(x)dx = chk(l'l —Ti_1) = CZ sp(T; —xi-1) = c/ s(z)dz
a i=1 i=1 a



