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Resumen

En este trabajo estudiaremos los fundamentos de la teoria de procesos puntuales y sus
aplicaciones al modelado de redes inalambricas. En particular estudiaremos modelos de
tipo Matérn Hard-Core con radio fijo y radio aleatorio. En cudnto al modelado de redes
inalambricas, nos concentraremos en el andlisis del desempeno de un popular protocolo
de acceso al medio llamado CSMA por sus siglas en inglés (Carrier Sense Multiple
Access).
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Introduccion

El objetivo de este trabajo monogréfico es estudiar modelos basados en la teoria de la geometria
aleatoria para algunas versiones del mecanismo de acceso al medio en redes inaldmbricas conocido
como CSMA (Carrier Sense Multiple Access). Este protocolo es muy utilizado en las redes de hoy
en dnia debido a la simplicidad de su formulacion.

Empezaremos en el capitulo 1 por desarrollar los fundamentos tedricos béasicos de la Teoria de
Procesos Puntuales. Esta teoria ha visto un gran desarrollo en los tltimos anos dadas sus multiples
aplicaciones, y hoy en dia existen varias disciplinas cientificas que usan construcciones y modelos
similares a los que aqui presentaremos.

Lo primero que presentaremos son las definiciones mas basicas para hacer una aproximacion
intuitiva a uno de los procesos puntuales méas importantes: el proceso de Poisson. Estudiaremos sus
propiedades mas importantes para luego pasar al calculo de Palm, que nos permitira formalizar
nociones muy intuitivas con toda la rigurosidad deseable (como ser, la probabilidad condicional dado
que un proceso punutal tiene un punto determinista). Las ultimas dos secciones del capitulo 1 seran
sobre procesos puntuales marcados y shot-noise, dos objetos matematicos de gran interés para varios
modelos de la geometria aleatoria.

En el capitulo 2 estudiaremos una familia particular de procesos puntuales conocidos como los
procesos de Matérn Hard-Core, que son faciles de caracterizar y simular y son capaces de modelar efi-
cazmente una vasta gama de distintos fenémenos. Hallaremos férmulas explicitas para sus principales
caracteristicas.

Finalmente en el capitulo 3 definiremos dos posibles implementaciones del protocolo CSMA.
Obtendremos medidas de su desempenio (como ser: la probabilidad de que un nodo acceda al medio
en un instante dado) y compararemos ambos protocolos para redes de gran porte.

El presente trabajo estd pensado como una monografia de fin de carrera de la Licenciatura en
Matematica de la Universidad de la Republica. Como tal, los prerequisitos que asumiremos son los
conocimientos adquiridos durante el curso de la misma en las areas de Anélisis Real y Probabilidad
y Estadistica.

La monograffa se basa principalmente en los libros de Baccelli y Blaszczyszyn ([1] y [2]) asi como
en los articulos por Stoyan y Stoyan ([6]) y Baccelli y Bermolen ([7]).

Todas las simulaciones y graficos que aparecen fueron hechas por el autor de este trabajo usando
Matlab .



Capitulo 1

Fundamentos tedricos

Nuestro objetivo en este capitulo es introducir las definiciones y teoremas de la geometria aleatoria
que nos sean ttiles para los modelos que se definiran en los capitulos siguientes. Haremos un enfoque
que nos permita dar un tratamiento intuitivo de la teoria sin perder la rigurosidad matematica
necesaria.

Comenzaremos por presentar las principales definiciones de la teoria de procesos puntuales, inclu-
yendo el proceso puntual de Poisson y la teoria de Palm, para luego pasar a los procesos puntuales
marcados. Todas estas herramientas nos seran necesarias para los modelos tedricos del capitulo 2.
Culminaremos presentando las definiciones y principales propiedades de los Shot Noise, y de esta for-
ma tendremos el marco tedrico necesario para afrontar el capitulo 3. Principalmente nos basaremos
en los libros [1] de Baccelli y [3] de Stoyan.

1.1. Introduccién a la teoria de procesos puntuales

Sea R? el espacio Euclidiano de d dimensiones. Nuestro objetivo es definir formalmente la idea
(intuitivamente sencilla de entender) de una eleccién aleatoria de puntos en R?. En el contexto de la
teoria de la medida, no es dificil hacerlo: tan solo necesitamos un espacio de medida €2 y una funciéon
medible que tome valores en un conjunto de “colecciones de puntos de R¥” de nuestro interés.

Necesitamos definir entonces el espacio de llegada; ;qué subconjuntos de R? nos interesan?. A
priori, es posible hacer una teoria general de conjuntos aleatorios, pero a los efectos de nuestras
aplicaciones, nos centraremos en cierta clase de suconjuntos cerrados que cumplan las siguientes
propiedades:

> En primer lugar, nos interesaremos por subconjuntos numerables de R?. Esto es: de la forma

{xn}neh I cN.

> Ademads pediremos que el conjunto {x,} sea discreto, o lo que es equivalente, que #({z,}NB) <
+00 VB € Bga acotado (Bga es el subconjunto de los Borelianos de R?). Diremos que bajo esta
condicién, {z,} es localmente finito.

> Mds atin, intuitivamente pensamos en que cada elemento del subconjunto esta definido por su
posicién en el espacio, por lo que no nos interesa considerar a un mismo punto varias veces.
Buscamos entonces que {z,} sea simple, i.e.: x; # x; Vi # j.
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Sea entonces [NE'] definido por:
[N®] = {{zn}ner CR?: {z,} es simple y localmente finito, ] C N} .
Definimos en [N®’] la o-dlgebra A" como la minima tal que los mapas

o ={z,} € [N¥] — @(B) := #({z,} N B)

sean medibles VB € Bga acotado (queremos medir al menos los conjuntos {¢(B) = n}).

Tenemos entonces todos los elementos que necesitamos:

Definicién 1.1.1. Un proceso puntual (o p.p. como abreviatura) ® en R? es una funcién medible
d: (Q,AP) — ([N*],N,m),

donde (€2, A, P) es un espacio de probabilidad y m es la medida de Lebesgue en R
Denotaremos por ¢ a una realizacién ¢ = ®(w) donde w € €.

Observacion 1.1.1. Es posible definir & de otras formas, y de hecho, nos serd conveniente para
el futuro familiarizarnos con ellas. De esta manera podremos ver a un proceso puntual bajo la
interpretacion que nos sea mas conveniente segun el contexto. Por ejemplo, un proceso ® como el
definido anteriormente también cumple que:

» ® es un subconjunto discreto aleatorio de R,
» ® es una medida aleatoria en R? que asigna a cada B € Bga el nimero ®(B) := #(® N B),

» & =" §x, donde § es la medida delta de Dirac en R? y X; es un vector aleatorio en R.
n>1

De esta forma, si llamamos M al conjunto de los procesos puntuales ® en R?, podemos pensar
que M es también el espacio de las medidas de conteo en R? cuyos puntos no acumulan.
Se define la distribucion de ® de la manera evidente:

Definicién 1.1.2. La distribucion de un proceso puntual ® es la funcion

Fo: N — 10,1 talque Fo(I)=P(@el)=P{weN: dw)eTl}).

1.1.1. Medida de intensidad y medidas de momentos

Anteriormente, definimos para cada B € Bra una variable aleatoria que llamamos ®(B) y que
asigna a cada w € Q el nimero ®(w) N B. Generalmente, estas son las variables que nos interesa
conocer dado un proceso ®, por eso haremos la definicion siguiente:

Definicién 1.1.3. La medida de intensidad de un p.p. ® en R? es una medida A definida en la
o-algebra Bra de R? como:

A(B) =E[®(B)] V B € Bga.
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Observacion 1.1.2. Si Py es la distribucion de ®, otras maneras equivalentes de escribir la férmula
que define a A recurriendo a las multiples interpretaciones de ® son:

A(B)=E [Z mx»] - / S 1) dPa(p) = / / 15(x) dp(x) dPa().

X;ed T;€p M Rd

La medida de intensidad esta entonces vinculada a la media de las variables ®(B), que representan
el nimero medio de puntos en cada conjunto B € Bra . El interés por conocer ademas los momentos
de orden mayor nos lleva a la siguiente definicién:

Definicién 1.1.4. La medida de momentos de orden n de un p.p. ® en R? es una medida p™
definida en la o-dlgebra Bgay. de (RY)" como:

P (By x ... x By) =E[®(By)... ®(By)] VB; € Bgayn, k € N.

Observacion 1.1.3. Nuevamente tenemos otra manera de expresar u(™:

M")(le...ka):E[ > ﬁ]lBi(Xi)].

X1,..,Xp€P i=1

En algunos casos (como en los procesos puntuales que trabajaremos en el capitulo 2), ocurre que
1?) no tiene una densidad respecto a la medida de Lebesgue n, por lo cual puede ser ttil trabajar
con otra medida que definiremos a continuacién .

Definicién 1.1.5. La medida factorial de momentos de orden n es una medida o™ definida en la

o-dlgebra Bgay. de (R?)" como:

k
a"(Brx..xB)=E| > ][1s(X)| VB € Bgap, k€N

Ademis, si o™ admite una densidad p(™, esta se llama la densidad producto de orden n.

Directamente de las definiciones anteriores podemos demostrar lo siguiente:

Proposicién 1.1.1. Si ® es un p.p. en R? con medida de intensidad A, medida de sequndos mo-
mentos pi? y medida factorial de sequndos momentos o, entonces:

1) p3(B1 x By) — a®(B1 x By) = E [Y v Lp,n5,(X)] = E[®(B1 N By)] = A(By N Ba).
2) VI®(B)] = 1i2(B x B) — (A(B))? es la varianza de la variable ®(B).

3) Cov(®(By),®(By)) = p*(By x By) — A(By)A(By) es la covarianza entre las variables ®(By) y
O (Bsy).
|
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1.1.2. Procesos estacionarios

Vamos a describir ahora cierta clase de procesos que son importantes pues son los que generalmente
se usan a la hora de modelar situaciones reales. Para estos p.p. particulares, la medida de intensidad
quedara caracterizada por na constante positiva.

Definicién 1.1.6. Un p.p. ® = {X, }.e; en R? se dice estacionario si su distribucién es invariante
por traslaciones. Dicho de otra forma: si dado z € R? se define ®, = {X,, 4+ 2 }ner entonces se cumple
que:

P(®eTl)=P@,el) VIeN.

Observacion 1.1.4. En particular, tomando I' = {®(B) = n} tenemos que ®(B) y ®,(B) tienen la
misma distribuciéon V B € Bga.

Usando esto podemos probar que si ® es estacionario entonces su medida de intensidad A es
invariante por traslaciones:

A(B) = E[®(B)] = E[®,(B)] = E[®(B — )] = A(B — x),
donde B—z={y—x:y € B}.

Con lo anterior mas el siguiente teorema lograremos probar que la medida de intensidad de un
proceso queda determinada por una constante:

Teorema 1.1.1. Sea A una medida en RY invariante por traslaciones y localmente finita. Entonces
I\ >0 tal que A = Am donde m es la medida de Lebesgue en R,

Demostracion:
Si usamos el teorema de descomposicion Radon-Nykodim, tenemos que existe una funcion f > 0
y una medida p mutuamente ortogonal con m tal que:

A:/fdm—l—p.

Recordemos que por un teorema del Andlisis Real, toda medida definida en los borelianos de R? y
localmente finita es una medida de Radon. Por este motivo, A es de Radon y entonces p también.

Sea R? = P LI M la descomposicién de Hahn de R? con m(P) = 0 = p(M). Como p es exterior-
mente regular (por ser de Radon):

p(M) = inf{p(U) : P C U abierto}.

Pero como m(U) > 0 para todo U abierto, p(U) = 0 y entonces p(M) = 0. En definitiva, p = 0 en
todo subconjunto de R?. Por lo tanto A = [ f dm donde usando que A es invariante por traslaciones
y aplicando el teorema de densidad, vemos que f cumple:

o ABE) L ABOr)
fla) = l—>0 m(B(x,r)) }*—>0 m(B(0,r)) 1(0),

por lo cual f = X para cierta constante A > 0 y entonces:

A:/)\dm:)\m.
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En conclusién, por como definimos ®, A es localmente finita y entonces si ® es un p.p. estacionario,
A cae en las hipétesis del teorema anterior. Finalmente:

E[®(B)] = A(B) = Am(B) VB € Bga.

Al niimero A se lo llama la intensidad de ® y tiene una interpretacion intuitiva como el niumero
promedio de puntos por unidad de volumen pues:

1.1.3. El proceso de Poisson

Buscamos definir ahora uno de los procesos puntuales mas importantes y mas usados los modelos
de geometria aleatoria. Comenzaremos dando algunos ejemplos de p.p. més primitivos y culminare-
mos definiendo el proceso puntual de Poisson.

Uno de los ejemplos mas sencillos de un proceso puntual que se puede pensar es un tinico punto
distribuido uniformemente en una regién acotada del plano W C R? (pongamos d = 2 para fijar
ideas). Esto serfa: & = { X} donde la distribucién de ® estd dada por:

M si ACW,
P(®(A) =1)=P(X € 4) =4 ™W) S (1.1)
0 en otro caso,

Generalicemos esta idea: tomemos un vector aleatorio (Xi, ..., X,) cuyas componentes sean inde-
pendientes y distribuyan uniformemente en W. Esto nos dirfa que VAy,..., A, CW:
m(Ay)...m(A,)

(1.2)

P(X:e€A,,...,X,e€A,)=P(X;€A4)..P(X,€eA,)=
(X € Ay )= P(X1 € 4. P(X, € 4,) = U
Por la independencia de las X;, podemos pensar que a nivel de la distribucién, el orden en que las
demos es irrelevante.
Se puede definir entonces un p.p. @}, = {Xi,...,X,,} directamente de la ecuacién (1.2). Por
ejemplo, la probabilidad de que no haya puntos de ®f;, en K es:

(m(W) = m(K))"

P(®!,(K)=0)=P(X; e W\ K)...P(X, e W\ K) = pyCAT

(1.3)

para cualquier K C W.

Mirando la ecuacién (1.2) (y usando la misma idea que en (1.3)) podemos afirmar que @}, (A)
m(A)

distribuye como una binomial de parametros n y p = () bara todo A C W. De modo que:

E[®}, (A)] =np = n:::((;?/)) = Am(A),
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n

si llamamos A = Esto nos dice que @}, (A) es estacionario.

m(W)’
Finalmente, observemos que por la independencia de las X;, @}, (A4;) y D}, (A;) son independientes
cuando A; y A; son disjuntos, por lo que la distribuciéon de (O}, (A4;), ..., P (Ax)) es la de una

variable multinomial cuando los A; son subconjuntos de W disjuntos dos a dos.

Al proceso @}, que definimos se le llama proceso puntual binomial. Es facil simularlo una vez
que sabemos como simular un solo punto uniforme en W. Por ejemplo, un punto (z,y) distribuido
uniformemente en [0, 1]> cumple que cada una de sus coordenadas x e y distribuyen a su vez unifor-
memente en [0, 1]. Por eso, para simular ®}, alcanza con pedir a un generador de niimero aleatorios
que nos devuelva n parejas (1,%1),- .., (Zn,yn) de puntos distribuidos uniformemente en [0,1] y
todos independientes entre si.

1 . T T T
+ ;
*s : . .
e D T RS CRPRI SR
P : . -
B e e gt e ]
¢ * e
: . .
H _. o
H - : H
- ; ;
- H
06 ; - : ; -
: : )
N
: * :
‘. :
PO .
* : : : . -
. :
03F ; ; : . ; B
.
: . . . ]
02 e BT
D e .
. : »
. .
: .
i} 1 N ] 1 1 1 1 1 1 1
i X 02 03 04 05 06 07 ng 09 |

Figura 1.1: Simulacién del proceso binomial ®};, con n =50y W = [0, 1}?

Ahora, todo esto lo estamos definiendo en una “ventana” acotada W, porque es claro que no tiene
. , . . . . . . . A
ningtn sentido definir un punto distribuido uniformemente en el plano usando la ecuacién (1.1): —:n”((w))
es una divisién entre infinito cuando W = R2.

Sin embargo, si podemos tomar ventanas W cada vez méas grandes que tiendan a ocupar todo
el plano. Intuitivamente, el proceso ® obtenido como el “limite” de los ®f;, con ventanas crecientes
deberia ser una manera de definir una distribucién “uniforme” de puntos en el plano.

Esté claro que al mismo tiempo que W se agranda, p se va a 0 (recordemos que p = M) or lo

q : po que W se ag ;P que p = 7)),
tanto deberiamos pedir que n se vaya a infinito para que el proceso no degenere. Pero no dejaremos
que n crezca de cualquier forma: vamos a pedir que np se mantenga constante, para que entonces la
cantidad media de puntos en una regién del plano A no varie.

Bajo estas hipétesis, podemos aplicar el siguiente lema (de facil demostracién haciendo los calculos

directos) para asi ver a que converge la distribucién de la cantidad de puntos en A:
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Lema 1.1.1. Si {X,} es una sucesion de v.a. tales que X, tiene distribucion Bin(n,p,) donde
n.p, = o ¥n entonces X,, converge en distribucion a Z que tiene distribucion Poisson(a).

Concluimos entonces, que si existiera un tal proceso ® definido como el limite de procesos @3, con
{W,} una sucesién creciente de conjuntos, entonces la distribucion de ®(A) deberia ser Poisson(Am(A)).
De esta deduccién se desprende la definicién que viene a continuacién:

Definicién 1.1.7. Dada A una medida sin d4tomos en R?, el proceso de Poisson ® con intensidad A
en R? es un p.p. que cumple que:

P(CI)(Al = nl), ey (I)(Ak) = nk) — H e*A(Ai

=1

)A(Az‘)"i.

(1.4)

Si A = Am decimos que ® es un proceso de Poisson homogéneo con intensidad .

Observacion 1.1.5. Pedimos que la medida A sea no atéomica para que no ocurra que ® como medida
puntual tenga dtomos. En efecto la probabilidad P(®({zo}) > 0) = 1 — e 2020} es positiva si y solo
si A({xo}) > 0.

Observacion 1.1.6. Mirando la ecuacién (1.4) podemos deducir:

» La cantidad de puntos en cada subconjunto A de R sigue una distribucién de Poisson con
parametro A(A).

» En particular: E[®(A)] = A(A) de donde A es efectivamente la medida de intensidad en el
sentido definido anteriormente.

A priori, debemos probar que un proceso asi definido existe. Lo haremos en la seccién siguiente.

Independencia completa

Quizas la propiedad mas importante del proceso de Poisson sea la que se conoce por Independencia
Completa (o a veces también Aleatoriedad Completa) y se define as:

Definicién 1.1.8. Un p.p. ® es completamente independiente siV Ay, ..., Ax € Bga que sean disjuntos
dos a dos, se cumple que ®(A;),...,P(Ax) son variables aleatorias independientes.

De la propia definicién se desprende que todo p.p. de Poisson cumple esta propiedad (alcanza
con mirar la ecuacién (1.4)). También era razonable suponerlo remitiéndonos a los comentarios sobre
procesos puntuales Binomiales: estos cumplian que @}, (A4;) v @}, (A;) eran independientes cuando
A; y A, son disjuntos, por lo que pareceria natural que en el “paso al limite” se mantenga esta
propiedad.
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La proxima pregunta es entonces, jqué otros procesos puntuales habra que también sean comple-
tamente aleatorios? La respuesta la da este teorema:

Teorema 1.1.2. Si ® es un p.p. sin dtomos en R? que tiene la propiedad de independencia completa,
entonces existe una medida A tal que ® es de Poisson con intensidad A.

La prueba del mismo se basa en un teoremas clasicos relacionado con las distribuciones de procesos
puntuales:

Teorema 1.1.3. La distribucion de un proceso puntual ® en R? estd determinada por sus distribu-
ciones finito-dimensionales. Es decir, si ® y ® son dos p.p. que cumplen:

P (@(Bl) =N1,... ,CI)(Bk) = nk) =P ((I),(Bl) =Ny, .. ,(I),(Bk) = nk) v Bz S B]Rd,ni S N,Vk € N,

entonces ® = O’ casi sequramente.
[ |
Existe también una versiéon mas potente de este teorema que nos sera 1til:

Teorema 1.1.4. La distribucion de un proceso puntual ® en R? estd determinada por sus probabili-
dades de vacio. Fs decir, si ® y &' son dos p.p. que cumplen:

P (®(B) =0) =P (¥(B)=0) V B € By,

entonces ® = O’ casi sequramente.
|
No haremos aqui la demostraciéon de los mismos principalmente debido a que se requiere un
desarrollo tedrico extenso que usariamos exclusivamente para este propdsito. Se puede encontrar mas
al respecto en la seccién 7.3 de [4].

Demostracion del teorema 1.1.2:
Para cada A C R, se define A(A) := —log[P(®(A) = 0)]. Entonces, por la propiedad de completa
independencia, A es finito aditiva, pues:

AMAUB) = —log[P(®(AU B) = 0)] = — log[P((4) + B(B) = 0)] =
— —log[P(®(A) = 0,(B) = 0)] = — log[P(P(A) = 0)P(®(B) = 0)] =
— —log[P(®(A) = 0)] ~ log[P(®(B) = 0)] = A(A) + A(B).

Como P es localemente finito, A es una medida finito-aditiva y o-finita definida en Bga. En conclusién,
se extiende a una unica medida (que abusando de la notacién llamamos A) y que cumple:

P(®(A) =0) = e @ VA € Bpa,

que son las mismas probabilidades de vacio que las de un p.p. de Poisson con intensidad A. Finalmente,

el teorema (1.1.4) nos da el resultado buscado.
[

En conclusion, la propiedad de aleatoriedad completa caracteriza al proceso puntual de Poisson.
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1.1.4. Funcional de Laplace para procesos puntuales

Definiremos a continuacién un operador andlogo a la transformada de Laplace usual para variables
aleatorias y con la misma filosofia: nos servira para caracterizar a los procesos puntuales.

Definicién 1.1.9. El funcional de Laplace asociado a un p.p. ® en R? se define como:

_ (X
Ly(f)=E [e‘fRd f(z) dq’(gj)} =E [e XXG:‘? ( )} .

para toda funcién f : R? — R no negativa.

Observacion 1.1.7. El funcional de Laplace caracteriza al proceso ® al cual esta asociado.
Para ver esto alcanza con tomar f(z) = Y% t;14,(z). En este caso, nos queda que:

k
= > LP(A)

Lo(f) =E e = ] =E[e7"] = Lx(f).

donde llamamos X = (®(Ay),...,P(Ax)) y s = (t1,...,tx). Es decir: fijando A; y variando ¢;, la
transformada de Laplace de ® coincide con la transformada de Laplace del vector aleatorio X, y este
ultimo queda caracterizado por ella.

Tenemos entonces que L4 caracteriza la distribucion de los vectores aleatorios de la forma X =
(P(Ay),...,P(Ag)), i.e: las distribuciones finito-dimensionales. En virtud del teorema (1.1.3), ® queda
umvocamente determinado por Lg.

A lo largo de esta seccion, nos serd de gran utilidad conocer la transformada de Laplace del
proceso de Poisson. La calcularemos ahora:

Proposicion 1.1.2. El funcional de Laplace de un p.p. de Poisson ® con intensidad A es:

Lo(f) = e~ eati=e T dnte)

Demostracion:
Sea f no negativa. Apliquemos la definicién de transformada de Laplace con g(z) = 1a(x) f(z), A €
BRd

> X - > F(X)1a(X)
Lo(g) =E [e e } ZE [e Xt T @A) :n] P(®(A) = n).
Usando que ® es Poisson, conocemos el Valor de P(®(A) = n):
i X)1a(X) | e AAA(A)
Lals) = Z Ble & e G

n

. “AAA(A)
S flx e A A
— Z//e i=1 dPXn(‘%n)dPXl(wl)#
n:OA A

n!

Ahora, si X es la localizacién en A de un punto de ® sabiendo que hay un tal punto, entonces X es
un vector aleatorio con distribucion:
P(®(B) =1,®(A\ B) =0) A(B)e AB)e-AAB)  A(B)

P(X € B) =P(®(B) = 1|®(4) =1) = P(@(A) = 1) T AA) e AT T A4
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por lo cual dPx(z) = 1 iy dA(z). Usando esto para d Py, (z;) tenemos que:

5%/ b/ - & s wummugfsm:
e A i nl / / He‘f(“)d/\(xn)...d/\(xl) =

n

~[1dA@) X1 )
= - —f(z) = [a(—e T @) d Ax)
= e 4 Eon! /e dA(z) | =e Ja :
n— A

La demostracién termina considerando una sucesién creciente de conjuntos Ay, tal que | J,», Ax = R?
y aplicando el teorema de convergencia mondtona a la sucesion gx(z) = 14, (z)f(x). -
[ |
Probamos a continuaciéon un corolario de esta proposicién que nos serd muy tutil pues lleva la
esperanza de un p.p. a una integral en R?.

Corolario 1.1.1. Si g € LY(R%) y ® es un p.p. de Poisson con intensidad A entonces

E /g(a:)dq)(x) :/g(x)dA(x).

d R4

Demostracion:
Sea f = s.g con s > 0 y g no negativa. Entonces, por la proposiciéon anterior:

Lo(g) =E [6— Jpa s-9(x) d‘P(w)] — o Jpa(l—e7*9) d A(z)

Si derivamos ambos miembros de la ecuacién, la igualdad tiene que mantenerse. Por un lado, ob-
tendriamos:

aa (o7 frali=e oD AN ) = (= all=e 2N / e g(x)dA ().
S

Rd

y este término entonces tiene que ser igual a:

% (E [6_ Jpa 5-9(x) d@(m)D _E {% (6_ Jra 5-9(x) d@(m)):| _E | Jras9@) av(@) / —g(x)dA(z)] |

R4

donde estamos usando que la derivada y la esperanza conmutan pues g € L'(R?). En definitiva, la
igualdad quedé:

E | e foasg@ d¢>(z),/g(m)dA(x) — e—fRd(l—eS‘g(”))d/‘(ﬂc)./e‘s‘g(z)g(z)dA(x),
R4 R4

que al evaluar en s = 0 se transforma en lo que queremos.



CAPITULO 1. FUNDAMENTOS TEORICOS 17

Simulacién de un proceso de Poisson en un conjunto acotado

Como vimos en la introduccién de la seccion anterior, el proceso de Poisson en una ventana
acotada W C R? guarda una relacién con el proceso binomial ®%,. De hecho, veremos que un
proceso de Poisson homogéneo ® en W se puede obtener como un ®Y, con N aleatorio. Para eso,
probemos esta proposicion mas general:

Proposicién 1.1.3. Sea A una medida en R? no atémica y sean {N, X1, Xs, ..., X,} vectores alea-
torios independientes entre si tales que:

» N tiene distribucion Poisson de pardmetro A(W),

ABNW
w Los {X;}ien son iid con distribucion en W dada por: P(X; € B) = (A(—I/V))
N
Entonces ® = Z dx, es un p.p. de Poisson con medida de intensidad A" = A( - NW).
k=1
Demostracion:

Sea f > 0. Calcularemos el funcional de Laplace asociado al proceso ® definido como en el
enunciado de la proposicién:

-y ] X - AX)
L@(f) — E|:e Xeo :|:ZE|:€ Xed

_ A |y +Z / H TPy, (x1) ... dPy, (,)

Como las variables {X; };en tienen distribucién uniforme en W, tenemos que dPx(z) = dA( )y

entonces:

A(W

Lo(f) = e 1+Zn‘/H e @ dN(zy) .. dA(z,) | = (1.5)

=1
) HZE / e T@dA(z) = (1.6)
n=1 W

_ . =@ dA(z
P e B LYY (1.7)

En virtud de la proposicién (1.1.2), ® es un p.p. de Poisson con medida de intensidad A’ = A( - NW).
n
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La proposicién anterior nos dice entonces que para simular un proceso de Poisson en una regién
del plano W alcanza con sortear la cantidad de puntos N con distribucién Poisson(A(W)) y luego
simular N vectores aleatorios que distribuyan uniformemente segiin la ley de A. En el caso homogéneo
(A = Am), es equivalente a elegir N como antes y luego simular ®%, el proceso Binomial en W.
En particular, la figura (1.1) es una simulacién adecuada para un p.p. de Poisson homogéneo. Las
siguientes figuras ilustran casos no homogéneos:

Figura 1.2: Simulacién de dos p.p. de Poisson ®; y ®5 en [0, 1] donde dA;(z,y) = 200z dzdy y
dAs(x,y) = 400xy dzdy (la cantidad de puntos tiene distribucién Poisson de pardmetro 100 en
ambos casos)

1.1.5. Operaciones que preservan al proceso de Poisson

Gracias a la proposicién (1.1.2) podremos demostrar que la propiedad de ser Poisson se mantiene
bajo ciertas transformaciones de procesos puntuales.

Definicién 1.1.10. Superposicién
Si {® }rercn son procesos puntuales tales que la medida ), E[®;( - )] es localmente finita, se
define la superposicion de los p.p. {®)} como el p.p. @ definido por ® =), ¥y.

La condicién que pedimos es suficiente para afirmar que asi definido, ® es localmente finito y se
ajusta a la definicion que dimos de proceso puntual. Notemos que en esta definicion entra en juego
la interpretacion de los procesos puntuales como medidas aleatorias.

Ahora vamos a probar que la superposicion es una operacion que cumple lo que buscamos:
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Proposicién 1.1.4. La superposicion de los p.p. de Poisson {®y }rer independientes con intensidades
{Ai}rker es un p.p. de Poisson ® con intensidad A =), Ay siempre que Y, Ay sea localmente finita.

Demostracion:

Como pedimos que ), Ay sea localmente finita, podemos asegurar que ® es un proceso puntual.
Basta entonces con calcular su funcional de Laplace y ver que coincide con el del p.p. de Poisson
buscado. Para eso, tomemos f > 0. Entonces:

Lo(f) =E | et /@ d@(x)] _E [e— S Jud fl@) d@p(x ]

He Jrd f(z) dPp(z ] _

k>1

Ahora, para cada k, usando la notacién ®;, = {X }ien llamemos: Zj, := f ) dPy(x Z f(X5) K

7j>1
Interpretamos entonces que la independencia de las @, se traduce en la mdependencia de las secuen-
cias de vectores {X}}jen. En conclusion: las variables aleatorias {Z;} son independientes entre si.
Seguimos entonces la demostraciéon usando la propiedad de la esperanza respecto al producto de
variables independientes y la proposicién (1.1.2):

— [ (1=~ 7@)dAk(w) =3 [ (1—e @) dAk(w)
f) = HE [ — Jpa f(z) dPp(z } He pd — ¢ k2ipd ‘
E>1 k>1
En conclusion:
— f(l e f(”))d Z Ag(z) — f(l—e’f(”)d/\(a:)
Lo(f) =€ = =e R :

Simulacién de procesos puntuales de Poisson en R?

Vimos anteriormente como simular un proceso de Poisson en una ventana acotada. Ahora, gracias
a la proposicién (1.1.4) podremos construir un p.p. de Poisson en todo R¢:

Sea A la medida de intensidad del proceso ® que queremos simular. Consideremos {W} }x>; una
particién de R? en subconjuntos acotados. La proposicién (1.1.3) nos da la manera de construir
procesos @, con medida de intensidad Ay, = A( - NW}) de manera que @y, sea un proceso de Poisson.
Como las ventanas W}, son disjuntas, podemos hacer una secuencia independiente de p.p. de Poisson
{®;} de la misma forma que antes y por lo tanto, el proceso ® = >, ., ®; es de Poisson en Re.

Pasemos a la segunda transformacién de p.p. que estudiaremos en esta seccion. En este caso,
partimos de un proceso ® y le quitamos puntos hasta obtener un nuevo proceso al que se le llama
un “refinamiento” del anterior:

Definicién 1.1.11. El refinamiento de un p.p. ® = { Xy }x>1 con funcién de retencién p es un nuevo

p.p. 7 dado por:
PP = Zekéxk,

k>1

donde ¢, es una variable aleatoria tal que P(e, = 1|®) = 1 — P(ex = 0|®) = p(xy). Si las variables
aleatorias {ex} son independientes entre si, decimos que ®? es un refinamiento independiente.
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La propiedad de los refinamientos que nos interesa es la siguiente:

Proposicion 1.1.5. El refinamiento independiente con funcion de retencion p de un p.p. de Poisson
® con medida de intensidad A da como resultado un p.p. de Poisson ®P con medida de intensidad
pA definida como:

) = [ pa)dA@)
A
Demostracion:
Sea f > 0y A C R% acotado. Llamemos g = f14 y calculemos la transformada de Laplace de ®?
para esta funcion:

oo - X)L 4(X
Lor(g) =) E [e 1A D(A) :n] P(Q(A) =n) =Y p.P(®(A) =n). (1.8)

Llamemos Z; = ¢;X; (donde e; y X; siguen la notacién de la definicién (1.1.11). Entonces tenemos
que ®? = {Z; }ien vy por lo tanto:

[ = 2 f(X)1a(X)
pn = E|e xeor

B(A) :n] - B

5 f(zi)mzi)] _ ﬁE [ EA)]

n

1 —f(z
- / (p(@)e 7@ +1 = p(x)) dA(z)
A
Retomando la ecuacién (1.8), llegamos a que:
— 1 dA(@) X ot 1~ [Q—e@)p@)dA(x)
Lor(g) =€ A Z / (p(z)e F@ 4 — p(z)) dA(z) =e A ,
n=0 A

y concluimos que:
— [ (1—e79@)p(x)dA(z)
Lon(g) =€ =
Tomando una sucesion creciente de conjuntos y aplicando convergencia monoétona, podemos probar
que para toda funcién f no negativa, Lq»(f) tiene la forma de la transformada de Laplace de un p.p.
de Poisson con intensidad pA definida como en las hipétesis. Aplicamos finalmente la proposicion

(1.1.2) y deducimos lo que queriamos.
[
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La ultima transformacién que nos interesa es la siguiente:

Definicién 1.1.12. Una transformacion aleatoria (o kernel de probabilidad) T(z, B) de R? en R!
es una funcién tal que T'(x, - ) := T,( - ) es una medida de probabilidad en R’ que asigna a cada
B C R! boreliano acotado la probabilidad de que el transformado de z € R? pertenezca a B.

Definicién 1.1.13. La transformacién ®* de un p.p. ® = {X;}i>1 en R? por una transformacion
aleatoria T de R? en R! es un p.p. ® en R! definido por:

=2 0w
k>1
donde los vectores aleatorios Y} son independientes para cada realizacién ¢ de ® y ademds P(Y} €
He aqui el teorema que nos indica que esta transformacion respeta la propiedad de ser Poisson:

Teorema 1.1.5. La transformacion ®1 de un p.p. ® en R? con intensidad A por una transformacion
aleatoria T de R? en R! es un p.p. de Poisson en R' con intensidad Ap definida por:

Ap(A) = / T(z, A) dA(z).

R4

Demostracion:
Sea f > 0. Nuevamente, calcularemos la transformada de Laplace asociada a ®T para verificar
que tiene la misma forma que la del p.p. de Poisson buscado:

[[e7™ ]—E H/ 1w ARy (y,)

i>1 z>1

Lor(f) =E [6— Z@fm)]

donde la distribucién del vector aleatorio Y; es la medida Fy; y por definicién de ®7 sabemos que
cumple:
Fy.(B) =P(Y; € B) =T (X, B).

Por lo tanto dFy,(y) = dT'(Xk,y) v entonces:
Lor(f) = H/ W) AT (X, y:) | =B exp | Y log /e_f(yi) AT (X, yi)
z>1 i>1 !

Ahora, si definimos la funcién h como

) = ~tog | [ a(ay) |,

!

nos queda que, si L¢ es la transformada de Laplace de ®:

Lor(f)=E [e— E@h(m] = Lo(h).
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Usando la proposicién (1.1.2) podemos llegar a que:

— [ (1= 9®)d A(x)
£<I>T(f> :£<I><h) — ¢ Rd = exp —/ 1_/ef(y) dT(ﬁ,y) dA(l’) ==
R R!
= exp —//(1—e_f(y)) dT(z,y) d A(x)
Ré R

Por 1ltimo, notemos que de la definicién de Az se desprende que dA7(y) = [p. dT'(x,y) dA(y) por
lo cual podemos concluir que:

Lar(h) =exp |~ [ (1=c70) ahe(y)|

que tiene la forma de la transformada de Laplace de un p.p. de Poisson con intensidad Ar.

1.2. Teoria de Palm

En el contexto de la geometria aleatoria, puede ser interesante considerar probabilidades condi-
cionales del tipo P(® cumpla una propiedad Y| 0 € ® ). Un caso particular es la funcion de distancia
al vecino mas prozimo. Esta funcion se define como:

h(z,®) := )r(m'% |z — X5,
i€

por lo cual es claro que su distribuciéon D(r) se obtiene de esta forma:
D(r) = P(el vecino més préximo a z esta a distancia menor o igual a r) = P(®(B(z,r)) > 1|z € ®).

En realidad, este 1iltimo término no tiene ningin formalismo pues la teoria clasica de la proba-
bilidad no define probabilidades condicionadas a sucesos con probabilidad nula, y es claro que para
cualquier proceso puntual sin dtomos se tiene que P(z € ®) = 0 sin importar quien es z € R
La teoria (o célculo) de Palm, nos permitird formalizar la probabilidad condicional anterior usando
herramientas del andlisis real.

1.2.1. Construccion formal de la distribucion de Palm

Definicién 1.2.1. La medida no reducida de Campbell asociada a un p.p. ® es una medida C' en
el espacio R? x M (donde M es el conjunto de los procesos puntuales en RY) que se define de esta
manera:

C(AxT):=E /]1(<1>er) dd(z) :E[ > n(cber)] = E[®(A)1(® € T)).

Interpretamos C'(A x I') como el niimero medio de puntos en A que cumplen la propiedad T'.
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Observacion 1.2.1. Es facil ver que la medida de Campbell C( - x I') del p.p. ® (fijando I') es
absolutamente continua con respecto a la medida de intensidad A. En efecto, sea A C R? tal que
A(A) = 0:

C(AXT)=E[®A1(Pel)| <E[®A)]|=A(A)=0 (1.9)

Aplicando el teorema de Radon-Nikodym, deducimos que para cada I' C M existe una funcién
positiva P(z,I") = P,(I") tal que:
C(AxT)= /Px(l“) dA(z). (1.10)
A

Ademéds, si A es localmente finita, usando el teorema de densidad y la ecuacién (1.9) tenemos que
podemos tomar P,( - ) como una medida de probabilidad ya que para cada I' C M:

— lim C(B(z,r) xT)
Pe(T) = i A(B(z,1)) =1

(la o-aditividad de P,( - ) se deduce facilmente de la o-aditividad de C).

Definicién 1.2.2. Se define la distribucion no reducida de Palm de ® dado el punto x como la tinica
funcién P,( - ) (A - c.t.p.) que cumple la ecuacién (1.10).

La interpretacién infinitesimal de la derivada de Radon-Nykodim nos dice que P,(I") es la manera
formal de definir la cantidad P(® cumpla la propiedad I'| x € ®) que era lo que buscdbamos definir.

El teorema de Slivnyak (que demostraremos en breve) motiva la definicién de una medida de
Palm reducida, simplemente porque la tesis de este teorema queda expresada de forma mas elegante
en términos de esta nueva medida que en términos de su version no reducida. De todas formas, la
definicion es muy parecida a la anterior:

Definicién 1.2.3. La medida reducida de Campbell asociada a un p.p. ® es una medida C' en el
espacio R? x M que se define de esta manera:

C'AxT):=E /]1(@—6xeF)dCI>(x) :E[Z ]1(<I>—5Xel“)].

‘A XednA

Observacion 1.2.2. Al igual que antes, si fijamos I podemos observar que C'( - x I') es absolutamente
continua con respecto a la medida de intensidad A. Si A C R? es tal que A(A) = 0:

C'(AxT)=E /]1((1) -6, €l)dP(z)| <E /dcb(x) = A(A) =0,
A A
y entonces existe una tnica funcién P! (tinica A - c.t.p.) que cumple:
CHAXT) = /P;(m dA(z). (1.11)
A

que se puede tomar como una probabilidad para cada z € R? fijo. Por lo tanto tenemos la definicién:
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Definicién 1.2.4. La distribucion reducida de Palm de ® dado el punto x es la tnica funcién P:( - )
(A - c.t.p.) que cumple la ecuacién (1.11).

Interpretamos que P.(I') = P(® — §, cumpla la propiedad T'| x € ®).

1.2.2. Formulas y teoremas centrales

Veamos ahora algunas formulas importantes relacionadas al calculo de Palm :
Teorema 1.2.1. Férmulas de Campbell Para toda funcion f : R x M — RT se cumple:

1. Formula reducida de Campbell:

/fa:(ID 0;) d®(z /fxgp ) dP.(p) dA(z). (1.12)

R xM

2. Formula no reducida de Campbell:

/fxCI) ) dd(z / F(z.0) dPu(p) dA(z). (1.13)

RaxM

Demostracion:

Empezaremos demostrando la férmula (1.12). Para esto, consideremos f(z,¢) = 1(z € A,p € T)
para A C R? y I' € M fijos (luego haremos un argumento para f cualquiera). Por un lado, en
el miembro de la izquierda en la formula reducida usamos la definiciéon de la medida de Campbell
reducida:

C'(AxT)=E /]l(xéA,(I)—(SzGF) d®(z)

Por otro lado, el término de la derecha de la formula reducida se reescribe facilmente como:

//]1(::: cA,pel) dP.(p) dA(z) ://dp;@p) d A(z) :/P;(r) dA(z) = C'(A x T).

R4 xM A T A

Concluimos entonces que la formula reducida de Campbell es verdadera para una funcién f de la
forma anterior.

El caso en que f es una funcién simple (combinacién lineal de indicatrices 1(x € A;, o € T;)) es
evidente por la linealidad de las integrales. Finalmente, en el caso general, consideremos una sucesion
mondétona creciente de funciones simples f,, que convergen a f. Como ya sabemos que la férmula se
verifica para las f,,, usamos el teorema de convergencia monoétona y obtenemos que:
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B /f(x,q)—ém)dq)(x) _ g / lm fo(2,®—6,) dd(z)| =

n—-+00

— lim B /fna:CI)—(Sx) 49(z)| = lim //fn (¢) dA(z) =

R0 R 00
://ngToofn dp()dA(x)://ﬁM (p) dA(2).
RAxM R XM

Queda entonces demostrada la formula (1.12). La formula (1.13) se obtiene aplicando la formula

(1.12) para g(z,¢) = f(z, ¢ + 0s).
u

Uno de los ultimos teoremas importantes de esta seccion es el ya anunciado teorema de Slivnyak,
el cual nos servira para entender por qué en muchos contextos es preferible usar la medida de Palm
reducida:

Teorema 1.2.2. Slivnyak
Si ® es un p.p. de Poisson en R? con medida de intensidad A y distribucién Py y P\ representa
a la distribucion de Palm reducida en x € R? entonces:

P! = Py para A-casi todo = € RY.

Demostracion:

Si llamamos ®, al proceso cuya distribucién es P!, lo que querriamos probar es que ®, = ® casi
seguramente. Usando el teorema (1.1.4), alcanzaria con probar que las probabilidades de vacio son
las mismas para ambos procesos. Para esto, consideremos la familia de conjuntos I'p = {¢ € M :
¢©(B) = 0} (donde B € B(R?) es acotado) y verifiquemos que para ella se cumple la igualdad de las
distribuciones.

Por la definicién de P!, sabemos que es la tinica funcién (A - ctp) que cumple la ecuacion (1.11),
de modo que el teorema queda demostrado si conseguimos ver que para cada A C R? y I'p se cumple:

CAxTp) = /P(CD € I'p) dA(z) = A(A)P(®(B) = 0).

Usemos la definicion de la medida reducida de Campbell:

C'(AxTg)=E [ > 1((®-6x)(B) = 0)] . (1.14)

XednA

Estudiaremos dos casos. El primero es cuando ANB = ¢ que es sencillo pues entonces (P—dx)NB =
® N B (recordemos que los X varfan en ® N A). Tenemos entonces que (1.14) resulta:

C(AxTp)=E [ Y, 1(e(B)= 0)] = E[@(A)1(2(B) = 0)],

XednA
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y usando la propiedad de independencia completa de @ tenemos que ®(A) e 1(®(B) = 0) son
independientes por lo cual:
C'(A x T'p) = E[0(A)1(®(B) = 0)] = E[®(A)E[L(®(B) = 0)] = A(A)P(®(B) = 0).
Resta entonces estudiar el caso AN B # ¢. En este caso tenemos que (& — dx) N B = & N B para

todos los X € A\ B. Sin embargo, para los X € AN B, tenemos que los eventos {(® — dx)(B) =0}
y {®(B) = 1} son el mismo. Usando lo anterior la ecuacién (1.14) se transforma en:

C'(Ax Tp) =E[®(A\ B)1(®(B) = 0)] + E[®(A N B)1(®(B) = 1)].

Nuevamente, la propiedad de independencia completa nos dice que ®(A \ B) e 1(®(B) = 0) son
independientes, entonces la igualdad se sigue de esta forma:

C'(AxTg)=AA\ B)P(®(B) =0) +E[®(AN B)1(P(B) = 1)]. (1.15)
Por otro lado, si definimos la variable aleatoria Z := ®(A N B)1(®(B) = 1):
> cuando ®(A N B) =0, claramente Z = 0,

> cuando ®(A N B) = 1, necesariamente tiene que cumplirse que ®(B\ A) = 0 para que Z no se
anule,

> en otro caso tenemos que 1(®(B) =1)=0= Z.
En conclusion, podemos afirmar que:
E[@PANB)1(®(B)=1)]=E(Z)=0+1P(Z=1)=P(®(ANB)=1,9(B\ A) =0),
y por la independencia completa:
E[®(ANB)L(®(B) = 1)] = A(AN B)e Y4B M) = A\(4 N0 B)e ™ *®) = A(AN B)P(®(B) = 0).
Volviendo a la ecuacién (1.15) concluimos que:
C' (A xTp)=A(A\ B)P(®(B) =0) + A(AN B)P(®(B) = 0) = A(A)P(®(B) = 0).

quedando asi demostrado el teorema.

Corolario 1.2.1. Si ® es un p.p. de Poisson en R? con medida de intensidad A y distribucion Py 1y
P, representa a la distribucion de Palm no reducida en x € R? entonces:

P, = Py, para A-casi todo x € R¢

Demostracion:
Se desprende facilmente usando que para todo z € R? y I' C R se cumple que P.(T') = P, (T +
o) = P.({p+ 6. : 9 €TY)
[ |
Esto se puede interpretar como que para calcular P(® € I'|lx € ®) si ® es un p.p. de Poisson,
alcanza con agregarle el punto x determinista a ® y usar la distribucién del nuevo proceso.
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Al igual que ocurre con la propiedad de independencia completa, que la distribuciéon del Poisson
sea la misma que sus distribuciones de Palm es un hecho que lo caracteriza. Lo probaremos en el
siguiente teorema:

Teorema 1.2.3. Mecke
Sea ® un p.p. en R? con medida de intensidad A (finita en compactos). Entonces ® es un p.p. de
Poisson si y solamente si P. = Py para A-casi todo x.

Demostracion:

El directo es exactamente lo que dice el teorema de Slivnyak. Para hacer el reciproco, supongamos
que ® cumple que P! = Py. Nuestro objetivo serd probar que las probabilidades de vacio de ® son
las de un proceso de Poisson (y entonces el teorema (1.1.4) nos garantiza que hemos terminado la
demostracién). Sea B C R acotado y consideremos los conjuntos I's = {p € M : ¢(B) = n}.
Entonces por definicién de la medida de Campbell reducida:

C'(BxTp)=E| Y 1(®—0xc¢ FB)] —E [ > 1(®B)=n+1)| = (n+1)P(®(B) =n+1).
XednB Xe®nB (116)

Por otro lado, si usamos la hipdtesis:
C' (B xTg)= /P;(FB) dA(z) = /P¢(FB) dA(z) = A(B)P(®(B) = n). (1.17)

B B

De (1.16) y (1.17), usando un argumento de repeticién se desprende que:

P(®(B)=n+1)=P(®(B) = n);/;(_FBi =...=P(®(B) = 0)%
Esto nos permite calcular las probabilidades de vacio:
=1 ) =1 _ @@ L 0)(1— e-AMB)
P(®(B)=0)=1 ZP(CI)(B) n)=1-P(®(B) =0) Z n! 1-P(®(B)=0)(1—e )

Asi obtenemos que:
P(®(B) =0) = e B,

que como dijimos es suficiente para terminar la demostracion.

Veamos ahora un ejemplo clasico de aplicacion del teorema de Slivnyak:

Ejemplo 1.2.1. Distribucion del vecino mds proximo
Retomemos la definicién hecha al principio de esta seccién: dados ® un p.p. y z € R, la funcién
de distancia al vecino mas préximo de x es

bz, ®) = min 2 - X;||
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y habiamos concluido que su distribuciéon D(r) cumplia que D(r) = P(®(B(x,r)) > 1| z € ®). En
el caso en que @ es de Poisson con medida de intensidad A, interpretando la ltima probabilidad
condicional como una probabilidad de Palm y usando el teorema de Slivnyak podemos concluir que:

D(r)=1—=P(®(B(z,r)) =1z € ®) =1—-P(®(B(z,r) =0) =1 — Pe(®(B(x,r)) = 0),

por lo tanto:
D(r) =1 — e MB@m),

En el caso en que ® es estacionario con intensidad A tenemos una expresion sumamente sencilla para
D:
D(r)y=1- o Am(B(z,r) _  _ p=Artm(B(0,1)

Y

que no depende del punto x.

La funcion h es muy usada para testear la hipétesis de que un p.p. dado es de Poisson homogéneo:
como bajo la hipotesis nula la distribucion de h es conocida, alcanza con realizar un test de bondad
de ajuste para la distribucién empirica de h.

Observacion 1.2.3. El caso estacionario: definicion del “punto tipico”

En el ejemplo anterior, vimos que la distribucion de la distancia al vecino mas préximo de un
punto x no depende del punto cuando ® es de Poisson y homogéneo. Esto se desprende del hecho que
la distribucién reducida de Palm en este caso es estacionaria (gracias al teorema de Slivnyak). La idea
es que entonces la distribuciéon de los puntos “vistos desde z” es la misma cuando miramos desde,
digamos, el origen 0. ;Sera esta una propiedad exclusiva de los procesos de Poisson? La respuesta es
que no, pues cuando P es estacionario hay una relacién simple entre P, y Fy:

Empecemos por usar las notaciones A, = {a +z2:a € A}, P+ 2 = {X;+2: X; € O} y
I',={¢+2:9 eI} SiC eslamedida no reducida de Campbell tenemos que claramente:

C(AxT.) = E[@®A)1(® € T,)] = E[@(A)1(P — z € )] = E[g()], (1.18)

para la funcién g definida como g(®) = ®(A)1L(P — z € I'). Como P es estacionario sabemos que la
siguiente igualdad se cumple:

E[f(®)] = E[f(® + 2)],

pues en el caso en que f = 1o con A C M, es simplemente reescribir la ecuacién en la definicién
(1.1.6) y el argumento se extiende a funciones positivas usando argumentos clasicos de convergencia
mondtona. En definitiva, usando lo anterior, la ecuacién (1.18) se sigue de la siguiente manera:

C(AXT,) =E[g(®+2)] = B[(® + 2)(A)1(® € T')] = B[(®)(A_,)L(® € )] = C(A_, x I).

Una vez que probamos esta propiedad de la medida de Campbell, usamos el teorema de densidad
para calcular la distribucién de Palm no reducida y obtenemos que:

4 CB ) xT) . C(BO,r) x T )
Pe(I') = 11%0 Am(B(z,r)) 71"ﬁ0 Am(B(0, 1))

- PO(Fa:)a
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lo cual nos dice que siempre que ® es estacionario, el comportamiento del proceso cuando condicio-
namos a un punto es idéntico sin importar desde cual “miramos” al proceso (médulo realizar una
traslacién). Esto justifica que, por ejemplo, como ya probamos que en un p.p. de Poisson estacionario
la distancia al vecino méas préximo de cualquier x es exponencial, diremos que la distancia al vecino
de un “punto tipico” es exponencial. Es decir: siempre que la propiedad a la que nos refiramos sea
invariante segin el punto de referencia, hablaremos de la propiedad aplicada al punto tipico de P.

1.2.3. Distribucion de Palm multidimensional

Siguiendo las ideas de antes, se puede definir una distribucion de Palm que se interprete como el
condicionamiento a que varios puntos pertenecen a un p.p. ®. Para hacer esto, todos los razonamientos
son andlogos y se extienden de forma natural: primero se define una medida llamada de Campbell
de orden n no reducida. La llamaremos C" y se calcula:

C"(BxT)=E /1(@ € T)dd(zy) ... dD(z,)

B

Mediante argumentos similares a los realizados en la seccién (1.2.1), se puede probar que esta medida
tiene una densidad P" respecto a la medida de momentos de orden n. Llamamos a esta densidad
Pt = P . la distribucion de Palm de orden n de ® dados xy,...,r,. Andlogamente existe la
version reducida para la medida de Campbell de orden n:

C'"(BxT)=E > 1@en)).

X1,.., X €BNB

Xi#X; ViA]
que resulta tener densidad respecto a la medida factorial de momentos de orden n. Decimos que esa
densidad es la distribucion de Palm reducida de orden n de ® dados x1,...,x, y la notamos por
P .

Se pueden continuar la extensién de lo que sucede en el caso unidimensional obteniendo nuevas

formulas de Campbell, pero lo mas importante sera la extensién del teorema de Slivnyak a dimen-
siones mayores:

Teorema 1.2.4. Slivnyak en dimension n

Sea ® un p.p. de Poisson en R? con medida de intensidad A vy distribucion Py. Si P:,!;(f) es la
distribucion de Palm reducida de orden n de ® dados x1,...,x, y Py, . esla distribucion de Palm
no reducida de orden n de ® dados x1,...,x, entonces:

ey,

I(n
Pa:(l,.)..,xn = P’i’ Yy

n _
le,--.,xn - P¢+511+.-.+6zn

para A-casi todo x € RY.
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1.3. Procesos Marcados

Estudiaremos ahora una cierta clase de procesos puntuales que surgen de considerar que cada
punto x del proceso posee una informacién adicional ademdas de su posicién en el plano que lo
diferencia del resto. Por ejemplo, si los puntos del proceso representan la posiciéon en un bosque de
los drboles, podemos querer diferenciar ademés la altura de cada érbol (o su especie). Si los puntos
representan focos de incendios en un mapa, se puede discriminar a cada evento por sus causas o por
su ocurrencia. Diremos que esta caracteristica extra del punto es su marca y definiremos asi los p.p.
marcados:

Definicién 1.3.1. Un proceso puntual ® en R? con marcas en R es un proceso puntual ® en R?
donde a cada punto X € ® se le asocia una vector aleatorio m € R llamado la marca de z. Es decir
que B

® = {(X;,ms) Liesen,

® = S(x.m)-

i€EN

o mirandolo como medida aleatoria:

Denotaremos al espacio de todos los procesos en R? con marcas en R! como M.

Observacion 1.3.1. Un p.p. marcado D puede verse como un p.p. en el sentido de la primera definicion
pero en el espacio R? x ]Ri . Sin embargo, ® cumple ciertas propiedades que no son ciertas para p.p.
en general. Por ejemplo: ®(A x R') = ®(A) < +oo para todo A C R? boreliano acotado (usando la
notacion ® = {X;}is1,® = {(Xi, m;) in1).

Resulta natural hacer la siguiente definicion si pensamos que las marcas de cada punto son a su
vez vectores aleatorios:

Definicién 1.3.2. Decimos que ® = {(Xi, m;)}i>1 es un p.p. independientemente marcado si para
cada realizacién ¢ = {z;};>1 de los puntos { X, };>1, los vectores aleatorios {m; };>1 son independientes.
Ademas pediremos que si m es la marca del punto X, la distribuciéon condicional de m dado X solo
dependa de X. Es decir:

P(m e K|®) =P(m € K|X) = Fx(K)

para cierta funciéon Fy.
Observacion 1.3.2. Notemos que no nos estamos refiriendo en ningiin caso a la existencia de una tal

Fx. Dejaremos intencionalmente esta cuestion para el final de la seccién de procesos marcados para
hacer una discusién mas rica al respecto.

Observacion 1.3.3. En el contexto de la definicién anterior, Fiy( - ) puede pensarse como una trans-
formacién aleatoria del espacio de los puntos al espacio de las marcas. En este sentido, cada punto
X es transformado en su marca m de forma aleatoria, siguiendo la ley Flx.

Este punto de vista nos sera 1til para probar la siguiente proposicion:
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Proposicién 1.3.1. Sea ® = {(X;,m;)}i>1 un p.p. independientemente marcado donde ® = {X;}i»,
es un p.p. de Poisson con intensidad A y distribucion condicional de las marcas Fx. Entonces ® es
un p.p. de Poisson en R? x R! con intensidad A definida como:

R(A x K) = / FL(K) dA(z) = / / dF,(m) dA(z),

A

y por lo tanto su funcional de Laplace tiene la forma:

E@(f) = exp —/ 1 —/e_f(”"’m) dFx(m) | dA(z)
Rd R!
Demostracion:
Definamos T'(z, A x K) := 1 4(x)Fx(K). Es claro que T es una transformacién aleatoria de R4+
en R? x R!. Por lo tanto, en virtud de la proposicién (1.1.5), define un proceso ®7 = {V;};>; =
{(5(\1, m;)}i>1 que es un p.p. de Poisson con intensidad:

AT(Ax K) = /T(x,A x K) dA(z) = /FX(K) dA(z) = A(A x K).

R4 A

Solo restaria probar que para casi todo punto se cumple que ® = ®7. Pero en efecto, por como
definimos ®7:

P(X; € A|®) = P(Y; € A x RY®) = T(X;, A x R) = 1 4(X,) Fy,(R') = 14(X;).

Esto nos dice que X tiene la misma distribucién que X;. De forma parecida podemos proceder con
las marcas:

P(m; € K|®) = P(Y; € R? x K|®) = 1pa(X;)Fx,(K) = Fx,(K) = P(m; € K|®),

y asi concluimos que m; = m; casi seguramente. Por lo tanto tenemos que P = T que es un p.p. de
Poisson con la intensidad que buscabamos.
La forma de la transformada de Laplace L3 se halla haciendo una aplicacién directa de la pro-

posicién (1.1.2) conociendo la forma de A.
|

1.3.1. Formulas para procesos independientemente marcados

En esta seccién presentamos las formulas més usadas para procesos puntuales marcados. El hecho
fundamental del que se deducirdn las demds férmulas es la siguiente extensién de la proposicién (1.3.1)
a procesos independientemente marcados cualesquiera:

Proposicién 1.3.2. Sea & = {(Xi,mi) }is1 un p.p. independientemente marcado con intensidad A
donde ® = {X;}i>1 es un p.p. (no necesariamente de Poisson) con medida de intensidad A. Entonces:

R(A % K) = / FL(K) dA(z) = / / dF,(m) dA(z).

A
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Demostracion: B
Que ¢ sea independiente marcado nos dice que d®(z, m) = dF,(m)d®(x). Entonces:

A(A x K) = E[B(A x K)] //]1A )1k (m) dd(z,m))| = E /]1,4( VF,(K) do(z) |

y si aplicamos la férmula no reducida de Campbell (teorema (1.2.1)) con f(x,®) = La(x)F,(K),
concluimos que:

A(A x K) // ) dA(z) = A/Fx(K) dA(x):A/K/de(m dA(z

Una vez demostrada esta proposicién, una mera re-escritura del teorema (1.2.1) nos da:

Teorema 1.3.1. Férmula reducida de Campbell para procesos i.m.

Sea ® = {(X;, m;)}i>1 un p.p. independientemente marcado con intensidad A donde ® = {X;}i>1
es un p.p. (no necesariamente de Poisson) con medida de intensidad A. Entonces para toda funcion
no negativa ]7 definida en R? x R! x M se cumple que:

E / fl,m,® —6(z,m)) d®(z,m)| = / fla,m, @) d P}, .\ (3) dF,(m) dA(z).

dxR! RAXR!xM

En el caso particular en que ® es de Poisson, alcanza con aplicarle a lo anterior la proposicién
(1.3.1) y el teorema de Slivnyak (1.2.2) para obtener:

Corolario 1.3.1. Sea ® = {(X;,m;)}i=1 un p.p. independientemente marcado con intensidad A
donde & = {X }is1 es un p.p. de Poisson con medida de intensidad A. Entonces para toda funcion

no negativa f definida en R? x R! x M se cumple que:

/fxm(ID 5(z,m)) dd(z,m) // xm@ de(m) dA(z).

dxR! R xR!

1.3.2. Procesos marcados estacionarios y la distribucion de Palm de las
marcas
Cuando definimos lo qué era que un p.p. sea independientemente marcado, hablabamos de una

distribucion Fx de las marcas. La existencia de la misma puede probarse usando el teorema de
Radon-Nikodym y tiene por lo tanto una interpretacién como una probabilidad de Palm:
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Sean ® = {(Xi,m;)}i>1 un p.p. independientemente marcado con intensidad A y & = {X;}i>1
con medida de intensidad A. Entonces:

A(A x K) = E[®(A x K)] < E[B(A x R")] = E[B(A)] = A(A).

Podemos concluir entonces que K( - x K') es absolutamente continua con respecto a A( - ) y se puede
definir entonces F,(K) como la unica medida (A - c.t.p.) tal que:

AAx K) = / F(K) dA(x). (1.19)
A

Fx definida de esta manera es en efecto la distribucién de las marcas pues como ® es independiente-
mente marcado, asumimos que la distribucion de las marcas no depende mas que del punto al cual
estan asociadas.

Vamos a ver ahora que si definimos qué es que un p.p. marcado sea estacionario, existe otra
interpretacién de una distribucion de Palm de las marcas que en el caso independientemente marcado
coincide con la anterior:

Definicién 1.3.3. Un p.p. marcado ® = > i1 Ocxims) en RY x R es estacionario si la distribucién

de ® es la misma que la de ® 4+ z = > i1 0(Xi+am;) Para todo x € R,

Observemos que si ® es estacionario con medida de intensidad _/N\, claramente ocurre que /N\( X K)
es una medida en R? que es invariante por traslaciones. Usando el teorema (1.1.1) tenemos que existe
una constante A y una cantidad v(K) tal que:

A(-x K) = am( - Ju(K).

A esta cantidad v(K) se le llama la distribucion de Palm de las marcas en el caso estacionario, pues
es claro que tiene esa interpretacién. Mas atn, juntando el teorema (1.1.1) con la ecuacién (1.19) es
claro que si @ es un p.p. independientemente marcado y estacionario, v(K) = Fx(K).

Siguiendo asi la filosofia de la teoria de Palm, cuando P es estacionario, como la distribucién de
Palm es una cantidad v(K') que no depende de ®, interpretamos que las probabilidades de Palm son
las mismas sin importar a qué punto condicionamos. Hablaremos entonces de la marca de un punto
tipico.

Una notacién habitual para la distribucion de la marca tipica es Py, aludiendo al hecho de
que tomamos la probabilidad en el caso en que los puntos de ¢ estan dados y como el proceso es
estacionario, estamos “viendo” el comportamiento del mismo desde un punto tipico. Asi mismo, se
suele llamar EY al operador que Jintegra con respecto a Pg y se lo interpreta como tomar promedios
considerando que los puntos en ® estan dados y solo varian las marcas.
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Demostraremos ahora el tltimo teorema de la seccién de procesos marcados, el cual nos serd muy
util en los capitulos siguientes y que relaciona la esperanza E con la esperanza bajo Py:

Proposiciéon 1.3.3. Si f >0 y d es un p.p.i.m. estacionario con marcas en R! que proviene de ®
un proceso puntual en R? entonces se cumple que:

/ 1(3)dP5(3) = / E° [£(3)] dPa(0).

Demostracion: B

Si llamamos ®,, al proceso puntual de las marcas en R!, podemos escribir ® = {®, ®,,} pensdndolo
a ® como un proceso puntual en el espacio producto R? x RY. Si Py es la distribucién de ® y Pg,, es
la distribucién de ®,,, tenemos la igualdad de medidas:

P5:P¢Xp¢m7

que se deduce facilmente verificaindola en el algebra de los rectangulos del espacio producto (conjuntos
de la forma I' x I',,,). El teorema de extensién de medidas nos garantiza entonces que ambas medidas
son la misma. Apliquemos el teorema de Fubini para obtener:

[ 1@nrs@ = [ ([ 1@areon ) arae

Finalmente, recordando que Pg,,, es decir, la distribucion de las marcas, coincide con la distribucién
de Palm de las marcas cuando @ es estacionario concluimos que integrar respecto a dPg_ no es otra
cosa que considerar la esperanza E° (esto es: tomar promedios pensando que los puntos estan fijos y
solo las marcas varian).

1.4. Shot-Noise

Un shot-noise (o literalmente “ruido de disparo”) es un objeto matemadtico en el que podemos
plasmar, dado un proceso puntual, la informacién sobre como interactuan los puntos entre si o con
el medio. Basicamente, el shot-noise engloba los valores de una variable que se mide en cada punto
y depende a su vez de los puntos del ambiente. Por ejemplo, en el capitulo 3 usaremos los shot-noise
para modelar la manera en que se interfieren entre si varios nodos de una red inalambrica dispuestos
al azar en el plano que intentan transmitir.

Como bien dijimos, el shot-noise recoge la informacién de cierta variable. Vamos a distinguir dos
maneras de hacer esto: un shot-noise aditivo se fija en el efecto acumulado de todo el espacio sobre
un punto mientras que a un shot-noise extremal le interesa el efecto maximo que tiene el espacio
sobre un punto. Definiremos precisamente ambos casos.

1.4.1. Shot-Noise Aditivo

Definicién 1.4.1. Dado un p.p. marcado ® en RY x R! , se define I3 el shot-noise aditivo asociado
a ® como un funcional tal que a cada punto del espacio y € R? le corresponde un vector en (RT)".
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Ademas, su funcion de respuesta L es una funcién no negativa tal que:

://L(y,x,m) dd(z,m)= > Lly, Xi,my).

Rd RI (X»;,?TL»;)EE’

Lamentablemente, algo tan primitivo como la distribucién de un shot-noise aditivo es muy dificil
de calcular en general. Presentaremos a continuacién algunas propiedades que se pueden probar sobre
I3 sin analizar casos particulares.

Proposicién 1.4.1. Sean d un p.p. marcado en R x R! y Iz un shot-noise aditivo con funcion de
respuesta L. Entonces para toda funcion f no negativa tenemos que:

://L(y,x,m) dF,(m) dA(z).

Re RI

Demostracion:
Se obtiene directamente de aplicar el teorema (1.3.1)

|

Esta férmula nos dice en particular que si el término de la derecha es finito, I3 es finito con

probabilidad 1 para todo y. Esto no alcanza para decir que {y : Iz < 400 c.s. } tiene probabilidad
1. Por eso demostraremos esta proposiciéon:

Proposicién 1.4.2. Sean d un p.p. marcado en R? x R' y Iz un shot-noise aditivo con funcidn de
respuesta L. Entonces si para cada y € RY existe un gy > 0 tal que

// sup  L(z,z,m) dFy(m) dA(z) < +oo,

2€B(y,ey)
Rd R!
entonces {y : Iz < 400 c.s. } tiene probabilidad 1. Ademds, si L es una funcion continua en y
entonces Ig tiene trayectorias continuas.

Demostracion:
Para probar la primera parte, consideremos el cubrimiento de R? dado por {B(y,¢,) : y € R4}
Como R? es separable podemos tomar un subcubrimiento finito { B(y, &,)},>1. Definamos:

// sup  L(z,z,m) d®(z,m).
2€B(y,ey)

La hipdétesis dice que dado un y, fijo, se sabe que I'(y,) tiene esperanza finita. Usando la definicién
de I'(y), podemos afirmar que dado €2 el espacio de sucesos de CTD, existe Q, C 2 tal que P(Q,) =1
y para todo w € Q,, se cumple que I'(y,,w) < +o0.

Consideremos ahora ' = [ ,. Concluimos entonces que para todo w € €' se cumple que:

n>1

I3(2) < I'(y,) < +oo  VzeRY

donde n es tal que z € B(yp,en).
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Para demostrar la segunda parte, es directo ver que si z, — z entonces puedo tomar n suficiente-
mente grande tal que z, € B(y,,€,) para aplicar convergencia dominada y concluir que:

n—+00 n—-+o0o n—-+o00
Rd R! Rd R!

lim I3(z,) = lim // Zn, z,m) d®(z, m) // lim L(z,,z,m) d®(z, m) = I3(2).

[ |
Si bien dijimos que no siempre podemos calcular tedricamente la distribucién de un shot-noise
aditivo, daremos ahora una condicion suficiente para afirmar que esta distribucion tiene una densidad:

Proposicion 1.4.3. Sean d un p.p. marcado en RY x R e Iz un shot-noise aditivo con funcion de
respuesta L. Entonces si A(R?) = +o00 y para cada A C (RY)* que tiene medida de Lebesgue nula se
cumple que:

// (y,z,m) € A) dF,(m) dA(z) =0,

Ra+1

entonces I tiene una densidad con respecto a la medida de Lebesgue para todo y € R4,

Demostracion:
Fijemos y € RY, A C (RT)* con m(A) =0y r > 0. Si definimos:

// (L, z,m) € A) dd(z,m) e I° = // (L(y,2,m) € A) dd(z,m),

B(0,r) R B(0,r))¢ R!

(que son independientes porque ® es de Poisson) y consideramos los sucesos B, = {®(B(0,r)) = n}
entonces se cumple que:

P(Iz(y) € A) =PI, +If € A) =Y P(I, + If € A|B,)P(B,). (1.20)

n>1

Calculemos ahora cada factor desconocido por separado (donde n > 0):

P(I, + I € A|B,) = / P(I, + = € A[B,) dFy(z) = / E[L(I, € A - 2)|B,] dFs(2).

(RH)k (RH)*

Notemos que I, bajo B, puede verse como [, = ZL(y,Xi,mi) que es la suma de n vectores
i=1
aleatorios idénticamente distribuidos, donde cada vector (X, m) tiene distribucién:

1

mde(m) dA(x).
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Por lo tanto, usando la hipétesis y la notacion n™* (A — z) = {~(a — 2) : a € A}:

E[1(I, € A—2)|B,] = E[1(L(y,X,m) e n (A —2)] =

_ / L(L(y, z,m) € n"'(A—2)) dFy(m) dA(z) = 0.

Volviendo a la ecuacién (1.20):

P(Iz(y) € A) = ZP(IT +I7 € A|B,)P(B,) =P(I, + I € A|By)P(By) < P(By) = 0

n>1

cuando r — 0 porque A(R?) = 400, concluyendo asi la demsotracién.
[ |

Por 1ltimo, presentaremos una herramienta que en ciertos contextos puede sernos ttil para recu-
perar la distribucién del shot-noise aditivo: se trata del funcional de Laplace.

Definicién 1.4.2. La transformada de Laplace multivariada de un shot-noise aditivo Iz = (I, ..., 1))
es:

k
— > tili(y)
e =1

Lr(ty,... . ty) =E

y la propiedad que nos importa es la siguiente:

Proposicién 1.4.4. 5i d es un p.p. de Poisson independientemente marcado con int A y distribucion
de marcas F,(m) y ademds Iz es un shot-noise aditivo asociado a ® con funcion de respuesta L,
entonces:

k
— til;
Lot ty) = exp |~ / (1—6 = “”) AF,(m) dA(x)

RIxR!
Demostracion: i
Se demuestra facilmente tomando f(x,m) = > t;L;(y, x,m) pues entonces:
i=1
k » — [f f(z;m) d®(z,m)
Lrw(ts,. .., tx) =E |exp _Zti / Li(y,x,m) d®(x,m) | | = E |e =" = L;(f).
i=1
RIxR!

Luego, es simplemente aplicar la proposicién (1.3.1) que nos da el funcional de Laplace para un p.p.
de Poisson, para hallar la forma de L3.
|
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1.4.2. Shot-Noise Extremal

Para finalizar este capitulo, definiremos el shot-noise extremal:

Definicién 1.4.3. Un shot-noise extremal Xz con funcién de respuesta L asociado a ® un p-p-
marcado en R? x R! es una funcién que asigna a cada y € R? un vector aleatorio en (R*)* que
cumple:
Xz(y) = sup L(y, Xi,my).
(Xism;)ed
A diferencia del shot-noise aditivo, en el caso extremal es posible calcular la distribucién:

Teorema 1.4.1. Sean ® un p.p.i.m. de Poisson en RE xRl y X3 un shot-noise extremal con funcion
de respuesta L que toma valores en R™. Entonces las distribuciones finito-dimensionales de Xg vienen
dadas por:

k
P(X(y1) <ti,...,X(yr) <tp) =exp / (1 — H 1(L(y;,z,m) < tj)> dF,(m) dA(z)],
y en particular:

P(X(y) < 1) — exp /]1(L(y,x,m)>t)de(m) dA(z)

‘iXRl
Demostracion:

(AXZ',WLZ')GE>

= E<exp Z log (H L(L(y;, Xi,m;) < tj)) = Lz(f),

(Xi,mi)G"Iv)

e}

donde f(x,m) = —log | [] 1(L(y;,z,m) < tj)>. Simplemente resta usar la proposicién (1.3.1) que
J
nos da la forma de Lz(f).



Capitulo 2

Modelos de Matérn Hard-Core

Este capitulo se basa en el articulo [6] publicado por Dietrich y Helga Stoyan. En el mismo
estudiaremos un tipo particular de procesos puntuales que no son de Poisson, pero poseen ciertas
propiedades conocidas. Historicamente, se los ha usado para modelar fenémenos muy diversos como
ser la disposicién de arboles en un bosque, la presencia de yacimientos de minerales, la ocurrencia
de erupciones volcanicas a lo largo del tiempo y la propagacion de incendios forestales entre muchos
otros fenémenos en diversas areas de la Ciencia. En particular nos motiva su aplicacién al modelado
de conjuntos de nodos o dispositivos intentando conectarse a un medio inalambrico.

Nuestro interés en estos modelos radica en primer lugar en su sencillez: son faciles de definir
y simular y se pueden obtener formulas analiticas para sus principales caracteristicas. En segundo
lugar, los modelos presentados en el capitulo siguiente son una generalizacion de los modelos de esta
seccion.

2.1. Proceso de Matérn Hard-Core Clasico

Un proceso puntual de Matérn Hard-Core es un refinamiento no independiente de un p.p. de Poisson
donde dos puntos nunca estan a menos de una distancia r > 0 fija. Su construccién matematica es
la siguiente:

2.1.1. Definicién

Sea ® = {X;};ey un proceso puntual de Poisson en R? de intensidad X y sea r > 0 dado. Conside-
remos ® = {(Xi, m;) }ien el proceso puntual marcado con marcas {m; };en que son variables positivas
iid (independientes entre si, y a su vez, de las X;) con distribucién H(t) = P(m < t). Generalmente
se dice que la marca m; es la “edad”del punto x;. Para fijar ideas podemos pensar que distribuyen
como U[0, 1], aunque més adelante veremos que la eleccién de H es indiferente a los efectos del primer
y segundo momento.

Observemos también que de la independencia de las {m;};cn, usando la proposicién (1.3.1) tene-

mos que ® es un p.p. de Poisson en R% x R.

Definimos los siguientes indicadores:

ei:]l(mi<mj VJGN IX]'EB*(XZ',T’)). (21)

39
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Es decir, e; es el indicador de que el punto X; es el mas “joven”de entre los X; a distancia r de Xj.
Con todo esto ya tenemos lo necesario para hacer la definicién que nos interesa:

Definicién 2.1.1. En el contexto anterior y usando las mismas notaciones, el proceso @y llamado
de Matérn Hard-Core engendrado por ® es:

q)MHC = E ei.dxi .
1€eN

Observemos que dos puntos de ®gc no pueden estar a distancia r, pues eso implicaria que alguno
de ellos se perderfa en el refinamiento (el que tenga mayor “edad”). Sin embargo, la propiedad que
justifica el nombre de este proceso es otra: las bolas de radio r/2 centradas en los puntos de ®ypc
no se solapan (son sélidas, duras: de alli “hard-core”).

1 T

T T o
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s . : : :
0sH & Fpogo ._
Dow : =
£
08 >< * -
% : : : : : "
® : N - : N
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02k 4
L] e M *
e b
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0 ] i 1 i P 1 i I i
[i} 0.1 02 0.3 0.4 0.5 06 07 0.8 09 1

Figura 2.1: Simulacién de @ y ®yyc en [0,1]% (A = 100, r = 0.2, m ~ UJ0, 1])

En el cuadro de la derecha de la figura 3.2 vemos trazadas con un linea fina las bolas centradas
en r € Oypc y de radio 7. Con trazo grueso estan representadas las de radio /2. Aqui podemos
apreciar claramente como las primeras se intersectan mientras que las segundas no.

La explicacién de este fenémeno es simple: que se solapen B(z, h) y B(y, h) implica que ||z —y| <
2h. Es claro que si h = r/2 esto no puede ocurrir, pero nada impide que si suceda para h = r.

Esta propiedad de minima distancia entre dos puntos implica claramente que ®ypc no es un
proceso de Poisson. En la figura siguiente se ilustra esta observacion: Con un A suficientemente
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Figura 2.2: Simulacién de ®ype (en el cuadro de la izquierda) y un p.p. de Poisson (en el cuadro de
la derecha), ambos en [0, 1]* y con la misma cantidad de puntos (A = 300, r = 0.05, m ~ UJ0, 1]).

grande, y un r no demasiado restrictivo es visible que la distribucién de los puntos de ®ypc no
parece ser completamente aleatoria en esta regién del plano.

Queremos dedicarnos ahora a calcular la intensidad y la medida de segundos momentos del proceso
®y\ae. De acuerdo a la ultima observacion, no podemos usar para ello las mismas herramientas
tedricas que para un p.p. de Poisson. No obstante como las {m;};cn son iid y por ser ® estacionario
se deduce que ®yc también lo es. Su intensidad es entonces una constante Aypc que hallaremos a
continuacion.

2.1.2. Intensidad del p.p. de Matérn Hard-Core

Teorema 2.1.1. St ® e es el proceso puntual de Matérn Hard-Core construido a partir de ® con
radio r > 0 entonces la intensidad de ® o es:

1 — e—)\udrd
Amue = y
var
donde vy = m(B(0,1)).

Demostracion:

Recordemos la definicién que dimos en la ecuacién (2.1) de los e;. Para esta demostracién, vamos
a pensar estos indicadores como marcas formando asi un nuevo proceso Pripe = {(Xi, (M4, €;)) }ien-
Observemos que &)MHC no es un p.p. independientemente marcado pero si estacionario. Por esto



CAPITULO 2. MODELOS DE MATERN HARD-CORE 42

ultimo, la intensidad se puede expresar como una constante que llamaremos XMHC. Ademés, si B ¢ R?
tiene medida de Lebesgue 1, se cumple que:

Mo = B [@ymo(B)] = E [@ymo(B x (R x {11)] = Xwne.
En consecuencia sélo necesitamos calcular esta ultima constante. Comencemos escribiendo:
Same = B / / 15(2) Tay (s €) dBamc(, (m, e))
4 R2
Es claro que Tgpyqy(m,e) = L=ty = La(x, m, ®\ {(z,m)}) donde
A={(z,m,®) e R x R* xM:m<mj VieN/X; e N B(z,r)},
por lo que:

Mce = E //]lemCI)\{xm /@MHC (m,e))| = (2.2)

LB Rt R

_E //]IA(x,m,q)\{(x,m)}) 4B (z,m) | . (2.3)

| B R+
Podemos usar ahora la férmula de Campbell-Matthes para p.p.i.m. (1.3.1) donde la funcién f es:
f(z,m, EI;) = 1p(z)La(z,m, ED),
y asi obtener:
AMHC —)\///]IA x,m,p) dP;(¢) dH(m) dx—)\// (A) dH(m) dx (2.4)
B R+ g
donde estamos usando que:

> como observamos antes, ® es un p.p. de Poisson entonces por el teorema de Slivnyak (1.2.2) se
cumple que P(!Lm) = P,

> F,(m) = H(m) es la distribucién de las marcas (que es independiente del punto z al cual
estd asociado la marca m),

> dA(z) = Adz por ser ® un p.p. de Poisson con intensidad A.
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Ahora veremos quién es el término P(A) que aparece en la ecuacién (2.4):
P(A)=P(m<m; ¥jeN :X;€dnB(z,r)) =P (5(3(:5,7»)) - o) ,

para el proceso ® definido como:

(/I;: Z ]l(m] Sm).éxj,

(X;,m;)ED

es decir: el proceso de los puntos con marcas menores a m. Notemos que este p.p. se obtiene como un
refinamiento de ® donde las variables de retencién son {€’}jen con €} = 1(m; < m). Asf definidas,

estas €} son independientes entre sf y en virtud de la proposicién (1.1.5), tenemos que ® es un p.p.
de Poisson con intensidad:

K(B) = /P (L(m; <m)=1) dA(z) = /\/H(m) dz = AH(m)mpa(B),

B

donde mga es la medida de Lebesgue en R?. Concluimos entonces que:

P(A) = e MB@n) = e MImrar®  oon 1a notacién vy = mpga(B(0,1)).

Ahora usemos esto en la ecuacién (2.4) para obtener que:

. 1— —Avgrd
AMHC = )\//e_AH(m)”d”d dH(m) dz = )\de(B)e—

B R+

Avgrd

Y finalmente, como m(B) = 1 tenemos que:

. 1— ef)\udrd
AMHC = y
vqr

Observacion 2.1.1. Notemos que el valor que obtuvimos para la intensidad no depende de la distri-
bucion H de las marcas.

2.1.3. Calculo de la medida de segundos momentos

Como ya vimos en la secciéon (1.1.1), conocer Aypc nos permitirda describir el numero medio de
puntos del proceso ®yc en una regién W C R?. Ahora, intentaremos hallar la varianza de esa
variable, que sabemos por la misma seccién que se obtiene hallando p? la medida de segundos
momentos para ®yyc . Pero también sabemos por las ecuaciones en la proposicién (1.1.1) que alcanza
con encontrar la medida factorial de segundos momentos para descirbir a x? una vez que se conoce
la intensidad. En definitiva, todo lo necesario para calcular los segundos momentos se encuentra en
el siguiente teorema:
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Teorema 2.1.2. St ®ypc es el proceso puntual de Matérn Hard-Core construido a partir de ® con
radio v > 0 entonces la densidad de la medida factorial de sequndos momentos para e es:

1 1 1 1
2\ {b—+—} — si |l —yl| >,

p*(x,y) = a+b bet? "~ a]  abe
0 en otro caso
donde
a=Xgr® y b= m(B(z,r)\ B(y,r)).
Demostracion:

Sean A, B C RY. Usando la nomenclatura de la seccién (1.1.1) tenemos que la medida factorial
de segundos momentos para ®ypc es (recordando la definicién (1.1.5)):

(AxB)=E| >  14X)15(Y)
XY €®nmc
X#AY
Al sumar en las parejas X,Y € ®ymc, estamos contemplando los puntos X, Y € ® tales que ambos
fueron retenidos. Sila marca de X en ® es ky lade Y es [ esto se traduce en pedir que en B (X,r) no
haya puntos de ® con marcas menores a k, que en B(Y,r) no haya puntos de ® con marcas menores
a [ y también que || X — Y| > r (si no, alguno de los dos puntos eliminaria al otro). Entonces si
definimos los conjuntos:

C={(z,y) eR' xR : |l —y|| > r},
D={(z,k,y,1,3) ERIx RxR xR xM: & (B(z,r) x (0,k)) =0=3(B(y,r) x (0,1))},

tenemos que

*(AxB)=E| > lonap(X,V) 1p(X kY, ®)| =

(X,k),(Y,))eD
X#£Y

:/ Z ]]-COAXB<x7y) ]lD(I7 k/y:h@) dP&)(@) -

(@), (y,l)ep
7Y

~ [ ([[ tesnten) et Lok, 3) 0BG k) aB00) ) aPs(@) (25)

donde no escribimos los limites de integracién (que son los evidentes) para aclarar la escritura. Pode-
mos alivianar atin més la notacién notando que en el caso que ||z —y|| < 7, es claro Tgnaxp(z,y) =0
y entonces a? (A x B) = 0. Por lo tanto, supondremos a partir de ahora que ||z —y|| > r y

asi Lonaxp(x,y) = Laxp(z,v).
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Sigamos adelante definiendo para cada realizacion ¢ de ® la funcién:
f(gb/) = //]l{x;éy}(xay) ]lAXB(xay) 1D(~r7kay7la &) dgf)(m’ k) d(fI;(ya l)

Escribamos ® = {®,D,,} que corresponde a pensar a ® como un p.p. en el espacio RY x R (® es el
p.p. de los puntos X; y @, son las marcas vistas como p.p. en R). Entonces podemos introducir a
f($) en (2.5) y usar la proposicién (1.3.3) para escribir:

o (Ax B) = / F(@)dP;() = / E° (£ (¢, ®,.)] dPa (),

que corresponde a separar la esperanza de todo el proceso marcado en primero tomar promedios
dejando los puntos fijos y variando las marcas, y después promediar el resultado pensando que ahora
los puntos son aleatorios.

Antes de calcular la esperanza EO[ . ], simplifiquemos la escritura de f. Podemos hacer esto

si observamos que por ser ® independientemente marcado se cumple que d®(z, k) = d®(z)dH (k)
(recordemos que H es la distribucién de las marcas). En definitiva:

1@ = [[[[ 1 o) tante.n) 1ot kp.1.5) 0(0) dHE) d0(y) dH() -
_ //]l{x;,éy}(x,y) s, y) (// 1p(x, kv, 1, 3) dH(k) dH(l)) A (2)dd(y) —
= ) //]lp(x,k,y,l,fp')dH(k)dH(l).

z,y€EpNAXB
TFY

Por lo tanto:

02(Ax B) = / Py // (. b,y 1, (g, ) AH(K) dH(D) | dPy(e0) =
z,yEPNAXB
zHY

- [ X B[]kt n) amm ano]ange). o

z,yEPNAXB
T#Y

Para seguir la demostracion, hagamos los siguientes razonamientos:

> dH(m) = d®,,(m) (recordemos que ®,, representa a las marcas m vistas como proceso puntual
en R).

> Por la propia definicién del conjunto D, se tiene que
]ID(CE, ka Y, l7 95 - 5($,k)> = ]ID(.T, k7 Y, l? 55) = ]1D<.T, ku Y, lu {5 - 5(y,l))~

> Es claro que se cumple que @ — (1) = (¢ — 6z, Pm — 01).
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> Podemos pensar el término dentro de E° . ] en (2.6) como:

/ Frio (1 By — 8) A (1),
donde se define:

fx,y,cp(lacbm - 51) = /]ID(xa kay>la (SO, (I)m)) d(Dm(k>

Habiendo visto todo lo anterior e introduciendo a fm7y7¢ en (2.6), podemos aplicar la férmula reducida
de Campbell (teorema (1.3.1)) dos veces (una vez para f,,, vy otra mas haciendo un razonamiento
analogo dado que a su vez f,, ., es una integral) para llegar a que:

o? (A x B) :/ > //EO 1oz, k,y, 1, (o, D)) dH (k) dH(1) | dPs(e).
xyefQ;le

Sigamos el cédlculo llamando:

W, k,y, 1) = E°[Ip(x, k,y,1, (o, ®n))] = Po(Ip(z, k,y, 1, (0, Pm)) = 1) =
= Py (@ (Bla,r) x (0,k) =0 = & (By,r) x (0,1))) = p1.p2.ps

p1 = Py (CTD (B(x,r)\ Bly,r) x (0,k)) = 0) ,
s = Pg (ci (B(z,r) N By, r) x (0, méx {k,1})) = o) :

=Py (& (B(y,r)\ Bla,7) x (0,1)) =0) .
Las cantidades p; tienen todas una interpetacion sencilla. Por ejemplo:
= Py(todos los puntos en B(z,r) \ B(y,r) tengan marcas menores a k).

Sea ahora H := 1 — H y supongamos que Z es un punto cualquiera de ® N B(z,r)\ B(y,r). Como el
proceso ® es i.m. se tiene que p; es el producto de tantas veces como puntos haya en B(z,7)\ B(y,r)
del factor Po(marca de Z > k) = H(k). Un razonamiento andlogo para p; y p; nos permite decir
que:

hx, k,y, 1, 9) = ﬁ(k)w(B(z,T)\B(y,T))—l . (max {k, l}) (z,)NB(y,r)) | H(l)ﬂB(w)\B(z,r))—l,

donde los —1 en los exponentes aparecen porque, por ejemplo, pedir que no haya puntos con marcas
méas grandes que k en B(x,r) \ B(y,r) es equivalente a pedir que solo se retenga x de todos los
puntos. Por lo tanto, se eliminan tantos puntos como hay en el conjunto menos uno: el centro de la
bola, que es x.
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Prosigamos introduciendo la notacién ny = ¢ (B(x,r) \ B(y,r)) — 1, ne = ¢ (B(z,7) N B(y,r)) y

ns = ¢ (B(y,r) \ B(z,r)) — 1. Lo que nos interesa calcular es :

[ e k.2 anw ano.

que con la notacién introducida es igual a:

“+00 400

/ / B,k y, 1, 0) AH(R) dH (D) = T + I =

+o00 400

k
_ / / ™ (k) H™ (k) B™(1) dH (D) dH (k) + / / A (k) F (1) B (1) dH (1) dH (k).
0 0 0 k

LAs integrales I; e I, se pueden resolver facilmente y se obtiene que:

1 1 1 1
+ +
L, —atnatl motng+1 o (B(z,r)) ¢ (B(y,r))
! ? n1+n2+n3+2 SO(B<x7T)UB(y7T))

Llamémosle a esta cantidad g(z,y, ¢).
En definitiva, ahora tenemos que:
2xB = [ Y gereR)-B| Y gxve)

z,y€eNAXB X, YePNAXB
TH#Y X#Y

Como estamos intentando calcular la densidad de o, queremos hallar una funcién § que cumpla:

Bl Y, 9XY. @) =E| >  GX)Y,2-d —dx)|,
X,YEPNAXB X, YEPNAXB
X#Y X#Y

pues de esta forma podriamos escribir:

El Y 9XxYe)| =E
X,YePNAXB
X£Y -

W —

[ 300,08, = 6) Lo (2.9) dB(a) | do(y)
A

fly,® —6,)d®(y) | ,

Il
©
®—

(2.7)
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donde definimos f(y, ® — 9,) == /Zj(x, Y, ® — 0y — 0z) Ligryy(z,y) d®(z). En este caso, podriamos

A
usar la féormula reducida de Campbell (teorema (1.2.1)) para obtener que:

/fy,(ID 9,)dP(y //fy, dP (p) dA(y),

donde por ser ® un proceso de Poisson homogéneo con intensidad X se tiene que dP,(p) = dPs(¢p)
y dA(y) = Ady. Podriamos asi volver a aplicar la férmula de Campbell para el caso

/ J(y.¢) dPo(p) = E / Gy ® — 6,) Loy () d(a) | |

A

y entonces, si existiera una tal g, llegariamos a que:

(4 B) =2 [ | [30.0.6) Lmn(o) dPa(e) | do . (2.8
AxB M

Solo nos resta hallar la funcién g que satisfaga (2.7). Para esto, tengamos en cuenta que, si
x,y € ®, como estamos en el caso ||x — y|| > r:

» &(B(z,r)) = (P —06,)(B(z,7) +1= (-9, — ) (B(z,r)) + 1,
= O (B(y,r)) = (P = 6)(Bly,r)) = (® =0 — 6,)(B(y, 7)) + 1,
» &(B(x,r)UB(y,r)) = (P — 0, — 6,)(B(z,7) U B(y,r)) + 2.

Por lo tanto, si definimos:

1 1
OBl +1  ®(Bly,r) +1

® (B(x,r)U B(y,r)) + 2 ’

g(z,y,®) =

es claro que cumple la ecuacién (2.7).
Finalmente, de sustituir la funcién § hallada en (2.8) tenemos que la densidad p?(x,y) de o? es:

b 1 1 1
e W{ (sEm* sEw ) sEE TR P 29

Queda ahora el problema de resolver esta integral. Para eso separemos en suma de dos integrales

y consideremos las particiones de M en conjuntos disjuntos M= || A,,, y M= || B, con
n,meN n,meN

Amn ={p € M @(B(z,1)) =m =1, o(B(y,r) \ B(z,7)) =n —1},

Bpn={peM:@(B(y,r)) =m—1, o(B(z,r)\ B(y,r)) =n—1}.
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Llamemos g1(z,y,¢) = [(¢ (B(z,7)) + 1)(¢ (B(z,r) U B(y,r)) + 2)] 7 (andlogamente se puede defi-
nir una g2). Con esta notacién, es claro que la integral en (2.9) se separa en la suma de dos factores
donde el primero es:

1 1
A2/91($7y7 ) dPs(p) = N> ) /91$y> dPs(p) = N —

m m n
M m nGNA m,n>1 *

P(Am,n>7

que claramente es igual a la misma integral con g, por la simetria que presentan g; con gs y los
conjuntos A,,,, con los B,, . Esto nos dice que:

pi(z,y) = 2A2/91($ y, ) dPs(p) = N° —

M m,n>1

Como ® es un p.p. de Poisson sabemos que:

(A, )= e e — gl b= Am(B(z,r) \ B(y,r))
m) = G = 1) siendo  a = Aygr® y = m(B(x,r y, 7).

Entonces la igualdad sigue de esta forma:

2 2
=2) —
m,n>1 m,n>1

11 _ 2M\%e (@) > 1 a

Trabajando solo con la suma obtenemos que:

S k—1
Z Z a_ bk—l — l <k — 1)' a'm bkfmfl _
k: m!  (k—m—1)! k! ml(k—m—1)!"
k>2 m-+n=~k k>2 m=1
TR AL g
— bFt — bt (@ —T 2T
Z e = =3 b2
k>2 >2 k>2

Agregando las constantes que faltan, concluimos finalmente que:

2)\2e(atb)

1
2 _
p(’xﬂy) - a |:a/+b

ERPSVIE B S A
N a—+0b|bertt g abe?’

(et — a—b—l)—%(eb—b—l)] -

Resumiendo:

1 1 1 1
2 - I 3 _ >
22 a+b [be‘”b * a} aber le =yl zr

P, y) =

0 en otro caso.
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Figura 2.3: Grafico de p? en funcién de ||z — y|| (z,y € R?) para A = 100 en ambos casos y 7 = 0.2
en la gréfica de la izquierda y r = 0.05 en la grafica de la derecha.

Observacion 2.1.2. Notemos que las cantidades a y b dependen solamente de la distancia entre los
puntos x e y, por lo cual p? puede verse como una funcién evaluada en ||z — y||. En la figura (2.3)
vemos dos graficos de p? en casos particulares.

Observacion 2.1.3. Al igual que con la intensidad, logramos probar que la medida de segundos
momentos de un proceso de Matérn Hard-Core es independiente de la eleccién de la distribucién H
de las marcas.

2.2. Proceso de Matérn Hard-Core tipo 11

Una primera generalizacién posible de este modelo es suponer que el radio r es aleatorio. Esto
es: para cada punto X; se sortea una marca m; y un radio s; aleatorios y el proceso de refinamiento
es el mismo que antes: se sortea un radio para cada z y se eliminan los puntos que tengan marcas
menores a las del propio x y que estén en la bola de centro x y radio el sorteado para x.

2.2.1. Definicion

Podemos definir este nuevo proceso de forma muy similar al anterior. En definitiva:

1) ® = {X;} es un proceso de Poisson en R? homogéneo de intensidad ).

2) & = {(X;, ms, s;)} el proceso independientemente marcado con marcas iid donde la distribucién
de las m; es H y la de las s; es G. Nuevamente las m; son las “edades”de los puntos pero ahora
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los s; jugaran el papel de los radios aleatorios. Para que otra vez d sea un p.p. de Poisson,
vamos a pedir que las {X;}, {m;}, {s;} sean independientes 2 a 2.

3) es=1(m; <m; VjeN :X; e B*(X,,s;)) son los indicadores que determinan que puntos son
retenidos.

Con todo esto, podemos hacer la definicién buscada:

Definicién 2.2.1. En el contexto de esta seccion, con los e; definidos arriba y usando las mismas
notaciones, el proceso ® ypce llamado de Matérn Hard-Core de tipo II engendrado por & es:

Pnpcr = Z 61‘5)(,--

1€N

Una de las principales diferencias entre los procesos de tipo I y II es que en este ultimo se pierde
la “rigidez”de las bolas construidas. Es facil verlo con un gréfico:

* L]
%
% § LE : :
- : : : : LB -
: : *
: : ® 1 : % H ] x
o : : : : :
L
@ A : : ‘
0B x ; x x X 4
: : .
05 e : : : : : : ..
=1 : L3 : H B B : : T
: : T : :
: I : Y x
: : : ¥ : :
o : : : :
* e : @
: : ® : x : £ o=
Dz : " . : . * * * x)(
: L] : " :
: : : : ™ : ®
: tx :
: : : CEow : "
0 1 i 1 i i 1 L I i
0 0.1 02 03 0.4 0s 06 o7 08 09 1

Figura 2.4: Simulacién de ®ypce (A = 100, 7 ~ Exp(0.2), m ~ U[0, 1]).

La interpretacion es la misma que en el caso anterior: las circunferencias de trazo fino tienen
radio r; y las de trazo grueso r;/2. Claramente se ve que ahora es posible que cualquiera de ellas
se intersecte con otras bolas del mismo radio. Mas aun: hasta puede quedar una incluida dentro de
otra. La propiedad responsable de esto que se perdié al tomar radio aleatorio es la simetria de las
condiciones z € B(y,r,) ey € B(y,r,;). Al ser diferentes los radios es posible que se cumpla una y no
la otra. Esto es: es posible que de x dependa la eliminacién de y, pero que y no tenga ningtn efecto
sobre la eliminacion de .
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Sin embargo, lo que si es similar que el caso I es que no podemos afirmar que el proceso ®ypce =
{(Xi,mi,si)} es de Poisson pero si que es estacionario. Nos dedicaremos ahora a extender los razo-
namientos anteriores para poder hallar férmulas para la intensidad A\ypco2 v la medida de segundos
momentos.

2.2.2. Intensidad del p.p. de Matérn Hard-core de tipo 11

Teorema 2.2.1. Si ®ypcs es el proceso puntual de Matérn Hard-Core de tipo 2 construido a partir
de ® con radios aleatorios {s;} que tienen distribucion G entonces la intensidad de D pypc es:

—+00 —+00

1_6—)\1/dr
)\MHCQZ/T dG(T): /)\MHC(T) dG(T),
0 0

donde vy = m(B(0,1)).

Demostracion:

Casi no tendremos que ajustar nada de la demostracién del teorema (2.1.2) para llegar a lo que
queremos.

Sean Pymce = {(Xi, (my, s5,€)) v B C R? con medida de Lebesgue 1. Usando las mismas
justificaciones y notaciones, podemos escribir:

Aviacz = E [Cb (BxR" xRT x {1}) //]13 ) Lgz gy (m, 7€) d®ruc(z, (m,rye)) | =
_E /707011 (m < m; VX, € B*(z,r) N ®) dd(x, (m,r)| =

“+00 +00

P(m <m; VX; € B (z,r)N®) dH(m) dG(r) dz =

:AB/

p (cﬁ (B*(z,1)) = o) dH(m) dG(r) dz =

o\_é_ o\
o\_é_ o\

I
>
W

oo 00 o~ ar?
— /// " A H (m) dG(r) dz = Am(B )/WdG(T)-

Concluimos entonces que:

+ool vy +oo

— e Avar

AMHC2 = / T dG(r) = /)\MHC(T) dG(r).
0 0

Observacion 2.2.1. Notemos que Ayucs se obtiene de una forma muy intuitiva: hallando la intensidad
del proceso condicionado a cierto valor del radio r y luego integrando contra la distribucién G.
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2.2.3. Calculo de la medida de segundos momentos

Teorema 2.2.2. 5i @ yyco es el proceso puntual de Matérn Hard-Core de tipo II construido a partir
de ® con radios aleatorios {s;} que tienen distribucion G entonces la densidad de la medida factorial
de sequndos momentos para P ypcs es:

PPz, y) = // (A(z, s,y,t) + Ay, t,z,s))dG(t) dG(s) +

{lle—yl|>max{t,s}}

/ Az, 5,9.1) dG(t) dG(s) / Ay, t,z,5) dG(t) dG(s),
{tzllz—yll>s } {s=llz—yll>t}
donde
a(r) = Avar, b(x,s,y,t) = Am(B(z,5) \ By, 1)) y
1 1 1
A 1) = _ .
(75,9, 1) a(s) + by, t,x,s) {b(y,t,x,s)ea(s)%(yvt"”’s) * a(s)} a(s)b(y,t,x, s)e®)
Demostracion:

Nuevamente, la demostracién seré casi andloga a la hecha en la seccién anterior. Sean A, B C RY,
entonces la medida factorial de segundos momentos para ®ygcse es por definicion:

(AxB)=E| >  1a(X)1p(Y)
X, Yedyuc
X#Y

Observemos que si las marcas de X (viendo al radio aleatorio como una marca) es (k, s) y la marca
de Y es (I,t), entonces que X e Y sean retenidos se traduce en la ocurrencia de alguno de estos casos:

» cuando X ¢ B(Y,t) e Y & B(X,s), solo necesito que no haya puntos en B(X,s) con marcas
menores a k y que en B(Y,t) no haya puntos con marcas menores a t.

» Si X € B(Y,t) peroY & B(X,s), como X podria eliminar a Y, tengo que pedir ademds que k
sea mayor a [

» Si X ¢ B(Y,t) peroY € B(X,s), como Y podria eliminar a X, tengo que pedir (ademas de lo
que pido en el primer caso) que [ sea mayor a k.

Es claro que dejamos afuera el caso X € B(Y,t) e Y € B(X,s) pues de lo contrario es seguro que o
X elimina a Y, o bien ocurre lo contrario.
En definitiva, si definimos los conjuntos:

O = {(@ ko s.y0,0.8) 2 B (B x (0,8) x {s}) = 0= & (B x (0.1) x {})},

Dy ={(z,s,y,t) ;2 & B(y,t), y & B(x,s)},
Dy = {(z,k,s,y,l,t) : x € B(y,t),y & B(z,s), k> 1},
Dy = {(z,k,s,y,l,t) : x & B(y,t),y € B(x,s), k <l},
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concluimos que X e Y son retenidos si y solamente si ocurre C'. Es decir:

o?(Ax B)=E > Tansnixay (X, Y) 15(X, k, 5, Y, 1, t, D)
(X,k,8),(Y;l,t) €D
Repitiendo el argumento basado en la proposicién (1.3.3) de separar la integracién respecto a Pj

en integrar primero respecto a la Palm de las marcas (i.e: tomar E°[ ]) y luego integrar respecto a
Py, obtenemos que o? (A x B) es igual a:

/(Z “ap(m,y ////EO (2, k5,9, 1, 1, (0, ®,0))] dH () dH (1) dG(s) dG(t)) APy ().

x,yecp
(2.10)
donde ahora @, es el p.p. de las marcas m; y los radios aleatorios r; visto como un p.p. en R? y
donde ademads estamos usando implicitamente que d®(z, k,s) = d®(x) dH (k) dG(s). Hallemos la
funcién f definida como la esperanza respecto a la Palm que aparece en (2.10) teniendo en cuenta
que ahora estamos fijando las marcas (k,s) y (I,t) de z e y respectivamente y por lo tanto, en este
contexto, los conjuntos D; no son aleatorios:

3

fla.k, syl t.@) =E" [Ia(z. k s,y Lt (p,0,)] = > E°[Ic.1p)] ZEO 1o 1

i=1
Es decir, nos queda una funcién partida cuyos valores son:

( H(k)™.H(méx{k,(})".H()"™  si(x,s,y,t)€ Dy,

H (k)" H(méx{k,[})"2" L H()™ si(x,s,y,t) € Dy,

f(x7k787y717t7()0): _ _ _
H(k)™ . H(méax{k,[})"2" L. H()™* si(z,s,y,t) € Ds,

0 en otro caso

\

donde usamos la notacién del caso anterior:
H’:l—H, nlz(p(B(SC,S>\B(y,t)>—1,

ny = ¢ (B(x,s) N B(y,t)), ns=¢(B(y,t)\ B(z,s)) - L.

Aqui aparece una diferencia con el caso anterior: el cambio en los exponentes cuando estamos en el
conjunto Ds o en el D3. Cuando el radio es determinista, siempre ocurre D;. Pero con radio aleatorio,
cuando ocurre Dy, x pasa de estar en B(zx, s) \ B(y,t) a estar en B(z,s) N B(y,t). Por lo tanto, pedir
que se retenga x cuando ocurre Dy es pedir que todos los puntos de B(z,s) \ B(y,t) (sin excepcién)
y que todos los puntos de B(z,s) N B(y,t) (menos el propio z) tengan marcas menores a k. Un
argumento andlogo sirve para justificar el cambio en los exponentes cuando sucede Ds.
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Del mismo modo que para el modelo anterior, seguimos ahora el cdlculo integrando f respecto a
H(k) y H(l) para obtener g. Observemos que las integrales que tenemos que calcular son:

k
/ metns () (77 (1) dH (1) dH (k) para Dy,
0

||
O\g

—+00 +00

13 _ / / Hm (k)anJrns(l) dH(l) dH(k) para Dg,
0
I =1+ 13 para D

que ya conocemos de la parte anterior, por lo que luego de hallar g y aplicar Campbell para encontrar
g, tenemos que:

—+00 400

(AXB) = [ [ L) 2,5,y,1,0) dPo(p) dG(t) dG(s) | dy da,
[\ [ ] ]
donde
( 1/(®(B(z,s) + 1)+ 1/(® (Bly, t)+1)
® (B(x,s)UB(y,t)) + 2 siw & B(y,t), y & B(x,s),
1 .
g(z,s,y,t,0) = (@ (B(z,5)) + 1)(® (B(z,s) UB(y,8) +2) € B(y,t), y € B(z,s),

1
(@ (B(y,1)) + 1)(® (B(x,s) UB(y,1)) + 2)

siz ¢ B(y,t), y € Bz, s),

L 0 en otro caso.

Finalmente, para conocer la expresién de p*(z,y), notemos que el cdlculo realizado para el caso
anterior es exactamente el mismo, con la excepcion de los dominios de integracién y de la variabilidad
del radio r anterior. Solo necesitamos introducir las notaciones:

a(r) = Avgr?, b(z,s,y,t) = Im(B(x,s) \ B(y,t)),

1 1 1 1

A ;5,Y,t) = - ’
(7,5,9,4) a(s) + by, t,x,s) {b(y,t,x,s)e“(sHb(yvt"”’s) * a(s)| a(s)b(y,t,x,s)e)

y reescribir las condiciones que separan los valores de ¢ (para x,y fijos) para concluir que:

PPz, y) = // (A(x, s,y,t) + Ay, t,x,s))dG(t) dG(s) +

{lle—yll>max{t,s}}
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+ // Az, s,y,t) dG(t) dG(s) + // Ay, t,z,s) dG(t) dG(s).
{tzllz—yll>s } {szllz—yll>t}
[ |
Observacion 2.2.2. Terminamos este capitulo observando que tanto para el p.p. de Matérn Hard-Core

de tipo I como para el de tipo II, la intensidad y la medida de segundos momentos no dependen de
la distribucion de las marcas m.



Capitulo 3

Mecanismos de Acceso en Redes
Inalambricas

La primera seccién de este capitulo estd basada en el libro [2] de Baccelli mientras que la segunda
seccién lo estd en el articulo [7] de Baccelli y Bermolen.

El desarrollo tedérico hecho en el primer capitulo junto con los modelos del segundo nos serviran
en el presente para modelar redes inaldmbricas. Podemos pensar en una red inalambrica como un
conjunto de nodos x; que quieren transmitir o recibir una senal. Al ser redes inaldmbricas, el medio
de transmision (el aire) es compartido por todos, por lo que es posible que varios nodos se interfieran
y la comunicacién se trunque. Es por esto que surge la necesidad de un protocolo, i.e: un mecanismo
de acceso que dado un nodo, nos diga cuando tiene permitido transmitir. Un protocolo sera bueno
si permite que transmitan la mayor cantidad de nodos posibles sin interferirse.

En este capitulo, haremos un modelo basado en la geometria aleatoria del protocolo conocido como
CSMA por sus siglas en inglés (Carrier Sense Multiple Access). La idea basica de CSMA es que cada
nodo sensa el canal y transmite si no hay interferencias en la comunicacién. En caso contrario, espera
un tiempo aleatorio antes de sensar nuevamente. Debido a su simplicidad, es uno de los mecanismos
de acceso al medio mas usado en la actualidad.

Mas en detalle, cada nodo x; posee cierto conjunto de nodos “vecinos”, que son los que compiten
con z; por el canal. Decimos que el canal esta libre para x; en un instante dado si no tiene nodos
vecinos transmitiendo en ese momento. El protocolo permitird que un nodo transmita solamente
cuando el canal esta libre.

Sin embargo, una estrategia en la cual los nodos transmiten instantaneamente una vez que detec-
taron que sus vecinos estan inactivos es indeseable, pues podria llevar a que varios nodos se interfieran
al terminarse la transmision de un vecino comun. Es por eso que se implementa un “back-off timer”:
cada nodo sensa su canal y espera un tiempo aleatorio. Mientras el canal no esté libre, el timer (o
contador) se para y comienza a correr ni bien se libera el medio. Cuando el timer de un nodo llega
a 0, tiene permitido realizar la transmision, y al finalizar esta, el timer se resetea.

o7
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Esto hace que CSMA tenga varias versiones (o alternativas) dependiendo de como definamos el
vecindario de un nodo x;. Nosotros estudiaremos dos versiones que se basan en ideas distintas. Por
un lado, una alternativa es definir la vecindad de x; como los puntos cuya influencia sobre z; es
mayor que determinado umbral, y entonces este criterio remite a la idea que vimos en el capitulo 1
de shot-noise extremal: nos interesa estudiar las interferencias individuales de cada nodo con z;.

La segunda opcién es estudiar el efecto acumulado de cada nodo sobre z;: pedirfamos asi que la
suma de las interferencias de cada nodo sobre x; sea menor que determinado umbral. Esto nos lleva
entonces a la nocién de shot-noise aditivo, tal como vimos en la seccién (1.4).

Consecuentemente, este capitulo se dividira en 3 partes donde estudiaremos primero un criterio,
luego el otro (ambos usando un umbral determinista y luego uno aleatorio) para terminar comparando
ambos protocolos en un caso particular.

3.1. Modelo de Matérn con Shot-Noise Extremal

El primer criterio que propondremos permite ver al proceso de seleccién de nodos transmisores
como algo similar a un proceso Matérn Hard-Core.
Se asume entonces:

1. ® = {X,} es el proceso puntual de los potenciales transmisores (nodos). Es de Poisson en R?
con intensidad A.

Aqui suponemos que los nodos son aleatorios porque, a priori, no conocemos su posicion exacta.
Asumiremos solamente que se distribuyen uniformemente sobre la regién de estudio.

2. {m;} son marcas iid positivas con distribucién como H (t) que representan los contadores que
llamamos “back-off timers”, es decir, el tiempo que el nodo x; esperara hasta intentar transmitir.

3. Para modelar la manera en que cada punto transmite, vamos a pensar que todos los nodos
tienen la misma potencia de transmision P, que es constante. Sin embargo, vamos a incluir dos
elementos que plasmen efectos que pueden hacer variar la transmision:

El primero es el decaimiento de la potencia de la senal que transmite cada nodo con la distancia.
Esta informacién se englobard en el inverso de una funcién [ : R — R* creciente. Se le suele
llamar funcién OPL de sus siglas en inglés: Omnidirectional Path-Loss (funcién de pérdida
omnidirecional). Los modelos cldsicos asumen que [ toma, por ejemplo, alguna de las siguientes
formas:

(OPL1) I(r) = (Améx(rg,7))" ,
(OPL2) I(r) = (1 + Ar)?,
(OPL3) I(r) = (Ar)~.

El segundo es un decaimiento (en inglés: fading ) que es aleatorio para cada nodo y que refleja
todas las posibles interferencias en el ambiente sobre las que no tenemos control. Asumiremos
entonces que I} es una variable aleatoria que representa el decaimiento por efecto del ambiente
de la senal emitida por z y recibida en el punto y. Un modelo clésico (conocido como Rayleigh
Fading) es asumir que F;C tiene distribucién exponencial.
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Pensaremos asf que la potencia recibida en el punto y € R? por la transmisién del nodo X; es:

P,.F'%i FXi
P, = K = K )
WX —yl)  UX = yl)
donde llamamos F; := B F," para englobar toda la informacién pues asumimos que P es

constante. A F se le llama la potencia virtual.

Como nos interesa solamente medir las potencias recibidas en puntos del plano y que sean nodos,
definiremos una familia de vectores aleatorios F; = (F/);cy donde F/ es la potencia virtual
emitida por el nodo X; hacia el nodo X;. Asumimos que las (Flj )jen son iid con distribucién
G(t) y media i Usaremos la siguiente notacion:

= F es un vector genérico con la misma distribucion que cualquiera de los F;.

s f es una realizacién de F.

= [’ es una componente genérica de F | o lo que es lo mismo, una variable aleatoria genérica
con la misma distribucién que cualquiera de las F?.

= f es una realizacién de F'.

Como F; es una propiedad de cada nodo X;, la pensaremos como una marca. Formalmente,
estas marcas pertenecen a un espacio F que no es R? para ningtin valor de d. En este caso,
el concepto de marca, si bien es entendible y manejable para todas los cdlculos que haremos,
necesita de una definicién formal mas abarcadora (por ejemplo, la que se hace en [4]).

Estos son todos los elementos necesarios para el modelo que nos interesa. Vamos a suponer ademas
que todos ellos son independientes entre si para que ® = {(X;, m;,F;)},.y sea un proceso puntual
independientemente marcado de Poisson.

En conclusion, el criterio es el siguiente: para cada X; € ® definimos el conjunto de vecinos de X;
como:

- Fi
N(X;) = {(X],mJ,FJ) cd: TEE) > My, j #z},

donde Mj es un umbral de deteccion (que fijamos a priori) y [(.) es una funcién positiva creciente.

Como el nodo X; accede al medio si y solamente si m; < m; VX; € N(X;), definiremos los
indicadores de acceso al medio como:

e; =1 (VXJ € N(XJ, m; < mj) .
Finalmente, el conjunto de los nodos habilitados a transmitir forman un p.p. en R? dado por:
Dogma = | e,
x; €D

que es un refinamiento no independiente de ®. Observemos que tiene una gran similitud con los
procesos de Matérn Hard-Core vistos en el capitulo 2, pues en ambos casos el refinamiento elimina
a X; si no es el de menor marca en un conjunto aleatorio de puntos asociados a él.
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Figura 3.1: Simulacién de ®cgya con A = 100, My=10, F con distribucién Exp(1) y I(r) = r=# con
£ = 2.1. En la figura de la izquierda se ve a un nodo X; elegido al azar y en la figura de la derecha
se ve el conjunto N (X;)

Observacion 3.1.1. El conjunto N'(X;) puede, a priori, contener puntos lejanos a X; si el valor de FJZ
es muy grande. La figura (3.1) ilustra esto.

Observacion 3.1.2. Supongamos que tenemos tres nodos x1,rs y o3 con marcas m; < mo < mg. Si
xy € N(x1) NN (23) pero x1 € N(x3) v x3 € N(x1) entonces xq no transmitirfa porque z es vecino
con menor marca y o no transmitiria por efecto de x3. Sin embargo, se podria permitir que z; y x3
transmitieran simultdneamente porque ambos no se interfieren.

Este ejemplo nos dice que la estrategia de CSMA es conservadora: podria ser menos restrictiva e
igual no se interferirian los nodos.

Observacidn 3.1.3. Si las marcas F; cumplen F/ = F* := F; Vj,k € N entonces la condicién de
N(X;) se traduce en [ (| X; — X;|) < MpF; Vj € N. Por lo tanto, si [(r) = 1%, ®cgpa €s un proceso
de Matérn Hard-core del tipo II.

Més aun, si F; = F; := ' Vi,j € N donde F es una constante, ®cgva es un proceso de Matérn
Hard-core del tipo 1.

Para poder evaluar el desempeinio de este protocolo, podemos estudiar distintos elementos. Uno de
ellos puede ser el que calcularemos a continuacion: la probabilidad de acceso al medio.



CAPITULO 3. MECANISMOS DE ACCESO EN REDES INALAMBRICAS 61

3.1.1. Probabilidad de acceso al medio

Observemos primero que el proceso ® = {(Xi,m;, F;)},cn es estacionario en el sentido de los
procesos marcados. Esto nos dice que tiene sentido hablar de la distribucién del “punto tipico”. Por
eso, calcularemos primero el niimero E° [#A(0)] que es la cantidad media de vecinos del punto tipico.

Proposicion 3.1.1. Bajo las hipotesis y notaciones de esta seccion, la cantidad media de vecinos
del punto tipico es:

—+00

B [#N(0)] = 27\ / r (1= G (Mol(r))) dr.

0

Demostracion
Por definicion, tenemos que:

RN = Y 1( i 2M0> _

(X ;m;, F;)€®\{0}

- [ (5

IR2xRxF

> My, x # O) d®(z, m, F)

Si pensamos que se puede definir f de modo que

0

Flo,m, B, &\ {0,mg, Fo}) = 1 ( E

() = Mo 27 0)’

entonces podemos aplicar la formula reducida de Campbell para procesos marcados (1.3.1) y obtener:

E° [4A(0)] = / (0 > Mod((z])) dPh g (or) | AF(m, £) dA(z),

R2xRxF

donde

la notacion gy viene de ver cada @ € M como @ = {(z;, m;, Fi)} = {a:} x {(ms, Fi)} = o x o1,

dP(!m’F)(gpM) = dPs,,(nm) porque @y es Poisson (nuevamente precisamos una definicién mas
formal de p.p. Poisson que abarque espacios abstractos como F. Ver [4])

dF,(m,F) = dF,(m) dPp(f) = dH(m) dPg(f) pues ® es independientemente marcado (re-
cordemos que G(F') es la distribucién de cada componente F' de el vector F y que m tiene
distribucién H(m)),

dA(z) = Adz.
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En definitiva nos queda que:

EENO) = A [ | [ 1002 Mil(a)) dPay (o) | dPe(f) dB(m) di =

-/ 70 [P (2= ai(ia) ape(6) arm) a -

= )\//1 — G (Mol(|x])) dPp(f) dz = )\/1 — G (Mol(|z])) d.
R2 F R?
Luego de un cambio a coordenadas polares obtenemos:
+oo

E? [#N(0)] = 27\ / r(1—G (Ml(r)))dr.

[
Vamos a usar la notacién A para la constante obtenida tal que E° [#N(0)] = AN
Observacion 3.1.4. La integral que define a A/ podria no ser finita. En ese caso, no podemos hacer
la interpretacién que haciamos sobre este valor.

Ejemplo 3.1.1. N en un caso particular

Suponiendo Rayleigh Fading (es decir, G(t) = 1 — e #) tenemos que:

+oo
N =2r / re HMol(r) gy
0

Bajo OPL3 (es decir, I(r) = (Ar)? ), si usamos partes y luego un cambio de variable u =
(uMyAP)r? | obtenemos:

—+00 “+o00
2

_/\7 = 97 / re*(ﬂMoAﬁ)rﬁdr — o7 / %ﬁ(,uMoAﬁ)rﬁfle*(#MoAﬁ)rﬁdr _

0 0

oo 2 2
1 (2 + 1 2nl'(%

7T/ uhe tdy = <’3 ) = (ﬂ)

s (

j1Mo) 5 A (uMo)? A2 B(uMy)5 A2

Ahora que hallamos una expresién para N podemos ir al cdlculo que nos interesa:

Proposicion 3.1.2. Bajo las hipotesis y notaciones de esta seccion, la probabilidad de acceso al

medio es: N
1—e"

— EY = -
p=Eleo N

Observacion 3.1.5. Notemos que si reemplazamos v4r¢ por N, el resultado es analogo al obtenido en
(2.1.2) para el proceso de Matérn Hard-Core. Ambas cantidades representan el nimero promedio de
puntos que compiten con un nodo.
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Demostracion de la Proposicion 3.1.2:
El procedimiento que seguiremos serd condicionar primero respecto a un valor ¢ de mg (la marca
del punto tipico) para luego hacer el caso general. Es decir: llamaremos p, = E’leglmo = t] y
tendremos que p = [ p; dH(¢).

Para calcular p; queremos expresar ey en funcién del valor de un shot-noise extremal. Es decir,
queremos hallar un shot-noise Z3 tal que:

€0 = ]I(ZEI:(O) = O) =1 (V(vamijj> € &)7 L<07Xj7 (mJ'?Fj» = O) ) (31)
donde Z tiene funcién de respuesta L, es decir, se cumple que:

<I><O) = HIED ~L<Oanv(mj7Fj))
(Xj,mj,Fj)E(I’

para cierta funcién L que tenemos que definir. Podemos ver que la funciéon L dada por:

es la que buscamos. Efectivamente: L(0, X;, (m;,F;)) = 1 si y solamente si X es un vecino del 0 con
marca menor a la marca del 0 que es my = t. Por lo tanto, para que ey tome el valor 1, no puede
ocurrir que L(0, X;, (m;,F;)) = 1 para ningtn j. Esto dice que la funcién L que definimos satisface

(3.1).

Sigamos entonces calculando p; bajo la expresién de ey dada por (3.1). Como ¢y solo toma los
valores 0 o 1, tenemos que:

Pt = E0[60’m0 = to] = PO(Z;I; = O’mo = t) = PO(Z;I; S O‘mo = t)

La proposicién (1.4.1) nos da la distribucién de un shot-noise extremal, por lo cual:

Dy = exp —//]I(L(O,x,(m,f))>0) dF,(m, £) dA(z)

Ahora usaremos que el proceso puntual es independientemente marcado y de intensidad A, y que la
funciéon L toma solo dos valores. Esto nos dice que:

S— —)\/ 70/11@(0,3;, (m. ) = 1) dH (m) dPe(f) da

Como G es la distribucién de una componente genérica F' de F:

+o0 “+oo

po=exp [0 [ [ [ [ 102 Migel)) d6() ) 1 < 0) ati(m) | =
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— exp | A / / (f > Mol(|z])) dH(m) dz| = exp | ~AH(t) / 1 - G(Mol(|))) de

R2 R2
Finalmente, tenemos que:

D= e~ HHIMW

Por lo tanto, levantando el condicionamiento respecto a t:

400 400 N

_ 1 — 67)\/\/'

Eeg] = / O[eomo = 1] dH(t) = / e HOM () = =
0 0

Observacion 3.1.6. En el caso que la integral que nos da A no sea finita, tenemos que p = 0.

64

(3.2)

Proposicion 3.1.3. Bajo las hipotesis y notaciones de esta seccion, la intensidad del p.p. Posma

es: _
1—e W

Acsma = N

Demostracion:

Si se define &)CSMA = Zizl O(Xi,ms,Fi,er) ¥ considero B C R? tal que m(B) = 1 entonces:

Aosma = E[@CSMA(B)] = E[®cgua(B x [0, +00) X F x {1}) =

_ //// 1) ddosua(z,m, Fe) | =
_ / / / / E°[1 (e = 1)] dPg(f) dH(m) d®(z) dPs(p) =

1—eW 1—e W
:p//dcp(x) dPs(p) = p-E[O(B)] = pAm(B) = —=—A=—%

B

Otro célculo interesante que podemos hacer para conocer el desempeno del protocolo es la proba-
bilidad de transmisién sabiendo que un nodo a distancia r tiene permitido transmitir. Si llamamos

pr a esta cantidad tenemos la siguiente proposicién:

Proposicién 3.1.4. Bajo las hipdtesis y notaciones de esta seccion y definiendo p, como:

pr = Po(Xo = 0 sea retenido | @ tiene un nodo a distancia r de 0),

tenemos que:

l—eW W
pr=p—(G(Mol(7°>)_1)< )2 W)
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Demostracion:
Llamemos A = {3 2 € ¢ : |z| = r}. Entonces:

+oo

pr:PO(Oeq)CSMA |A>= /PO(OE(DCSMA ’A, m():t)dH(t):
0

+00
/PO (0 € Bessa | A, mo = £, my < ) Po(my < £) dH(#) + (3.6)
0

+o0

/ PQ (0 S q)CSMA | A , Mo =1, My > t) Pg(mw > t) dH(t) (37)

0
Detengamonos en (3.6). Observemos que si m, < t, 0 tiene probabilidad nula de ser retenido cuando
x € N(0) por lo que:
p1=Po(0€ Pesma | A, mo=t, m, <t)=

=Po(0€ Pesma | A, mo=t, my <t, x & N(0))Po(xz & N(0)),

donde los sucesos AN {m, <t} N{x ¢ N(0)} y {0 € Py} son independientes. Asi que, si usamos
la ecuacién (3.2) de la proposicion (3.1.2) podemos concluir que:

=Py (0 € egna | mo =) Po(F? < Myl(|z])) = pr . G(Mol(r)) = e HOW  G(Myol(r)). (3.8)

Ahora miremos (3.7). También es claro que los sucesos AN{m, >t} y {0 € Pcgma} son indepen-
dientes cuando my = t asi que:

ps = Py (0 € ®esma | A, mg=t, my> t) =Py (0 € ®agmia | mgo = t) =p; = G_H(tp\/\?. (39)

Usando (3.8) y (3.9) en la ecuacién original para p, podemos afirmar finalmente que:

pe = [ uHO = HENAHE) = [ TN HEOGOAI0) + (- HE)]dH () =

1 1 1

= / e W uG(Mol(r) + (1 — u)] du = / (G(Mol(r)) — Due "V du + / e Wy =

| ue W gmuV ! oUW !
- i) -1 |- - Sl | - S| -

| e W e~ W 1 1] — W
- (Ul =D WO T OWE| W
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Como 1ltimo indicador del desempeno del protocolo, calcularemos la probabilidad de que varios
nodos dados accedan al medio al mismo tiempo:

3.1.2. Probabilidad conjunta de acceso al medio

Sean y1, ...,y nodos fijos. Por el teorema (1.2.4) (Slivnyak extendido a medidas factoriales de
dimensién n) sabemos describir como es la distribucién de ® condicionado a que y; € ® Vi =1,... k.
Para eso, introduciremos las siguientes notaciones:

1. {m;}*_, son los contadores de back-off de los y;, que representan el tiempo que espera cada nodo
antes de reintentar la transmisién. Asumimos que son i.i.d., independientes de los elementos de
® y que se distribuyen como H.

2. f‘j = (ﬁ’jl, e }AWJ’“) es el vector de las potencias virtuales emitidas por X; hasta los y;.
3. H;, = {Hf}jeN i =1,...,k es el vector de las potencias virtuales emitidas por y; hasta los X.
4. H; = (PAI}, ce }A[f_l, ﬁf“, o ﬁf) es el vector de las potencias virtuales emitidas por y; hasta

los y; con j # i.

Estos tres ultimos vectores asumimos que son iid, independientes entre si y de los otros ele-
mentos considerados y que distribuyen como G.

Consideramos el p.p. ® definido por:

P = {(Xj, <mj,Fj,f‘j>)  (Xj,m;, Fy) € CT)} U {(yi, (mZ,H“I/‘\Iz)> ci=1,... ,k‘}.

Entonces el teorema (1.2.4) nos asegura que la distribucién de ® es la Palm de ® condicionada a los
puntos ;.
Bajo esta nueva escritura, las vecindades de X; e y; son:

N(Xi) = No(Xi) UNy (X)), N(wi) = Na(y:) UN,(41),

donde
N(Xi):{XE(P:—jZM}, N(Xi):{y-:—jZM,jzl,...,k:},
v ’ ([ X — X;1) ’ ! TOU(X = yl) ’
Na(y;) = X-ecb:L>Mo N, () = yv:i>MO j=1,...kj#i
’ Uy — X51) — ! Ty D) T

y los indicadores de acceso al medio son:

e; =1 (VXJ € N¢<X1>,mz < mj) 1 (Vy] € Ny(Xl),ml < T/fb]) ,
/6\2' =1 (\V/X] c N@(yz)ﬂ/ﬁz < mj) 1 (Vyj € Ny(yl),ﬁlz < T/T\L]) .
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Proposicién 3.1.5. Supongamos que 0 < t; < ... < tx. Entonces:

p=P(Wi=1,... k&=1m=t,... 0=t =

expq A Y (—1)'J'+1H(tmfnia)/H(1—G(Mol(lfv—yil)))dx ITIT GG niy; = w)-

JC{1,....k} Rz €J j=114<j

En el caso particular en que k=2:

p = exp —A/ (H(t1) fi(z) + H(t2) fo(z) — H(t1) fi(z) fo(x)) da| G(Mol(lyr — vel))
donde:
filz) = (1 = G(Mol(|z — i), i =1,2.
Demostracion:

Usaremos la misma idea que en la proposicién (3.1.2): intentaremos de expresar los indicadores
de acceso al medio en funcién de un shot-noise extremal ya que conocemos sus distribuciones.

Como un nodo y; puede ser eliminado por un X; o por un y;, la funcién de respuesta que buscamos
debe cumplir:

w L(yi, Xj,my, (Fj,f‘;)) = 1 si y solamente si y; es eliminado por X; que es pedir que X; sea
vecino de y; y tenga marca menor. Por esto, se hace necesario que en este caso L tenga la forma:

L(yi, Xj,my, (Fj, Fy)) = L(F} > Pl(|1X; — yil), m; < mi).

» L(y;,y;,m;, (H;,Hj)) = 1 siy solamente si y; es eliminado por efecto de y; que equivale a
decir que y; es vecino de y; y tiene marca menor. En este caso, necesariamente:

L(yiuijn/l\j? (Hj7Hj)) = ]l(H; > POZ(|yj - yz|>a@ < T/n\%>’ si 1 7é J-

= Como no hay otra manera de que y; resulte eliminado, diremos que L tiene esta forma para el
resto de los casos: R
L(z,xz,m,(F,F))) =0 V z # y; para algin 7.

Es claro que bajo esta definicién, si €; es el indicador de que y; es retenido, se cumple que:
6 =1 (¥ (X my, (F, ) € @, Lo, X;my, (F, ) = 0) -1 (¥ # . Llys, oy, (H, Hy) = 0).

Siguiendo la misma idea que en (3.1.2), definimos Z3(y;) como el shot-noise extremal con funcién de
respuesta L y asi tenemos que

& = 1(Z5(y:) = 0).
Entonces:
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Para alivianar notacion, supondremos ahora que k = 2. La demostracion se extiende sencillamente
al caso general usando los mismos razonamientos.

Antes que nada, llamando A = {y; € N (y2)} separemos en los casos:
P ="Puu(Z5(y1) <0,Z5(y2) <0 A) P(A) + Py, (Z5(y1) <0, Z5(y2) <0 [ A) P(A%),

y ahora observemos que como estamos condicionando a que la marca de y; es t; < t5 que es la marca
de vy, no puede ocurrir el suceso A pues eso implicaria que y; seria un vecino de y, con marca menor,
eliminandolo efectivamente. En definitiva:

P="Puu(Z3(1n) <0,Z5(y2) <0 | y1 €N(y2)) G(Mol(ly2 —v1)) = p G(Mol(ly2 — 11))-

A~

Usaremos ahora la proposicién (1.4.1) para dar la distribucién de Zg (escribiremos L(z,z,m, (F,F))) =
L(z,x) cuando las marcas de x estén dadas implicitamente):

5= expd - /// 1= 1 (L, ) < 0)1 (L{ys,z) < Y] dF,(m, (£5) dA(z)

R2xRxF

Primero veamos quién es A:
N(B) = E|B(B x R x F)| = E[®(B) + 0,,(B) + 8,,(B)] = A(B) + 0,,(B) + 8,,(B).

Por lo tanto d/A\(x) =dA(z) 4+ 0y, () + 9y, (x) yasl p=pipeps con:

p=expd = [[[ 1110 =01 (L) = 0] 4R, (£) dA)

R2xRxF

Py = expd — // 1= 1 (L(ytsy) = 0) 1 (L{yss 1) = 0)] dEs(m, (£5) b,

RxF

ps = exp{ — / / 1= 1 (L(yn,2) = 0) 1 (L{yrg2) = 0)] dFs(m, (£.))

Ahora veamos que:
» 1(L(y;,y;) =0) =1, i = 1,2 pues no puede ocurrir que y; se autoelimine.
» 1(L(y1,y2) =0) =1 porque my =ty > t; =My entonces yp no elimina a y;.

» 1 (L(y2,91) = 0) =1 debido a que estamos condicionando al suceso A = {y; € N (y2)}.
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Es decir que py = p3 = 1; resta solo conocer p;. Para esto, estudiemos la funcién f(z) que se integra
segin dA(z):

fx) = / / 1 -1 (L) = 0) T (L{ye, 2) = 0)] dFy(m, (£).

Escribamos Y; = {L(y;, ) = 0}, ¢ = 1,2 para afirmar que:
1Y) U(Ye) = 1 — 1(¥i N ¥a) = 1((YF UYS) =
= 1(YY) + 1(Yy) — L(Y ' N YY) = 1(YY) + 1(YS) — (Y1) L(YY),

y asi obtener que, fijando ¢ = 1, 2:

/ / 1(Y?) dFy(m, (F,F)) = / / 1(f' > Pol(|z — ) L(m < 1) dH(m) dG(f") =

= H(t:) (1= G(Pl(lz — wil))) = H(t:) fil). (3.10)

Por la independencia de las componentes del vector (F, f‘)

[ 100105 dbn 8) -

=[] 10" = Rile = p)tm < )17 = Pul(la = )1 < 1) A (m) dG(") dG(F) =

— min{H(t), H(tz)} (1 - G(Bl(la — ) (1 = G(Pol(z — ) = Ht) fi(a) o). (311)

Finalmente, juntando (3.10) y (3.11) tenemos que:

RQ

no= e |- [ 1@ dA<x>] — exp [A [ 100+ 1) - 1) dx] -

= exp —/\/(H(tl)fl(x)+H(t2)f2($) — H(t) f1() f2(x)) dw] :

R2

Corolario 3.1.1. La probabilidad de acceso conjunto al medio es conocida y se calcula asi:

Dyr..... yk:/P(Vizl,...,ka:Hn/ﬁ:tl,...,@:tk) dH (ty) ... dH (tg).

Rk
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3.1.3. Shot-noise extremal con umbral aleatorio

Una generalizacion razonable del modelo que estamos estudiando es considerar que el umbral M,
descrito al principio de esta seccién es aleatorio y se sortea en cada intento de transmision, siendo
el mismo para todos los nodos en un instante dado. Nos dedicaremos ahora a extender los calculos
hechos en la seccién (3.1.1) para este nuevo modelo. En general, no serd complicado:

Llamemos ®q al p.p. definido en (3.1.1) con umbral de detecciéon M aleatorio. Si nos abocamos a
calcular la intensidad de @y, es sencillo ver que el razonamiento empleado en la Proposicién (3.1.3)
es adaptable a este proceso y nos sirve para afirmar que la intensidad de ®.; es Ap donde p es la
probabilidad de Palm de retencion del punto tipico. Por lo tanto, solo es necesario calcular este valor
p para D, lo cual haremos a continuacién:

Proposicién 3.1.6. Si utilizamos la notacion pS** para referirnos a la probabilidad de acceso al
medio de ® cgya con umbral My determinista y llamamos po™ a la probabilidad de acceso al medio
de @y en el caso que el umbral M tiene distribucion M(s) = P(M < s), entonces tenemos que:

L M)
ﬁ)eXt :/ ext( )dM( ) WdM(s)

R+

Demostracion:

Usemos la notacién EY para referirnos a la esperanza E” condicionando a mgy =t (mg es la marca
del punto tipico). Entonces, si eq(M) es el indicador de acceso al medio del punto tipico cuando el
umbral de deteccion es M:

= W[Wﬂ:uﬁﬂMM(Mt://W%sW:ﬂMWMM@:
— // —HOMWE) qH (¢) dM (s) = /1_)\;,::[(8) dM(s).

Observacion 3.1.7. Nuevamente es de notar que N'(My) puede no ser finito. En este caso, interpre-
tamos que la probabilidad py®™* es 0.

Asi como hicimos con la intensidad, vamos a extender el calculo de la probabilidad de retener a un
nodo condicionando a que hay un nodo que tiene permitido transmitir a distancia r que hicimos en
la seccién anterior . Llamemos p®** a la probabilidad que calculamos en la proposicién (3.1.4) bajo
el nombre de p,. Recordemos que:

1_— €—>\./\7(M0) e_AN(MO)
pr = 2 (Mo) = 5™ (Mo) + (G(Mol(r)) — 1) ( ON(M))? AN(M0)>

Condicionando respecto al valor del umbral M de una manera casi idéntica a la demostracion de la
proposicién (3.1.6) probamos el siguiente resultado:
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Proposicién 3.1.7. Si 5, se define como:

2™ = Po(Xo = 0 sea retenido | ® tiene un nodo a distancia r de 0)
cuando el proceso de tipo Matérn es @,y con umbral de deteccion M aleatorio con distribucion M(s),

entonces:
~ext ext dM _ ~ext 1 - ei)\N(S) eiw“) AM
5t = [ o) avs) =+ [ T T ) M)
R

R

3.2. Modelo de Matérn con Shot-Noise Aditivo

En la seccién (3.1) utilizamos un modelo de tipo Matérn Hard-Core para modelar un protocolo
de acceso al medio de tipo CSMA. Este modelo puede expresarse naturalmente en términos de un
shot-noise de la siguiente manera: definamos

Fi
L( (XivmivFi>7(Xj7mj7Fj) ) = I ’ ]l(mj < mi)’

(1Xi = X;1)
utilizando las mismas notaciones que en la seccién anterior. Escribiremos a partir de ahora L(X;, X;)

cuando se sobreentienda cuales son las marcas m, F de los puntos. Es claro que el proceso ®cgya de
la seccién anterior (que llamamos @) se puede describir como:

Do = {Xi €ed: max L(X,X;)< MO}
(Xj,m;,Fj)ed

En este caso, recurrimos al shot-noise extremal engendrado por L, pues siguiendo la interpretacion
que dimos en la seccién (1.4), el shot-noise extremal tiene en cuenta el efecto méximo de la red de
nodos sobre un nodo particular.

Es entonces natural tomar el shot-noise aditivo que tiene a L como funcién de respuesta para
modelar un protocolo que contemple la suma de las interferencias de los nodos de la red sobre cada
nodo. Sea ®,4q €l proceso definido de esta manera, es decir:

Dga =1 X, € P / L(X;z) dd(z,m, f) = Y L(X,X;) < Sop. (3.12)
RIXRXF (X;,m;,F;)ed
donde Sy es un umbral de deteccién que juega un papel andlogo a M, para ®.. En esta secciéon

estudiaremos el proceso puntual ®,4q considerando al igual que para . los casos en que el umbral
So es determinista (es decir, una constante positiva) y aleatorio.

3.2.1. Shot-noise aditivo con umbral determinista

Queremos dedicarnos al cdlculo de padd que es la probabilidad de retener al punto tipico de ®,qq

con umbral determinista Sy. Para eso, introduciremos la notacién:
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Ja4
SHX;) = SUX,, t,Fy) = I B
2 -, (X = X))
(Xj,m;,Fj)edt
donde )
{( m]a )€¢:mj<t}.
En definitiva, S*(X;) es el valor del shot-noise aditivo que define al proceso ®,qq evaluado en un

punto X; con marca t. En consecuencia la condicién de retencién de X; se traduce en {S*(X;) < So}
y podemos definir el indicador de acceso al medio pde un punto tipico de ®,4q9 como:

ep =1 (St<0) < S[)) .

Por el teorema (1.2.2) de Slivnyak (y usando que el p.p. ® es de Poisson independientemente marcado
y estacionario), la distribucién de S*(X;) es igual a la de S*(0). Entonces se cumple que:

pidd —_ E0[eg] — / P(ey = 1mo = £) dH(t) = / P(S'(0) < S) dH(L). (3.13)

A diferencia del caso extremal, no es facil conocer explicitamente la distribucién de S*(0), por lo que
el cdlculo de padd es en general dificil. Sin embargo, en ciertos casos particulares, podemos recuperar
informacién sobre S*(0), por ejemplo a través Baccelli Tomo 1su transformada de Laplace:

Proposicién 3.2.1. La transformada de Laplace del shot-noise aditivo S*(0) es:

Lgi()(s) = e MOKE donde  K(s) = / - L ( (|x|)> dz.

R4

Demostracion:
Usemos la definicién de transformada de Laplace de un shot-noise (definicién (1.4.2)):

Low(s) =B [eSO) =B lexp | =s > L0.X) | | = Lg(sL(0, ).

(X;j,m;,F;)edt

donde L3 es la transformada de Laplace de ®'. Observemos que ' = {(X;,m;,F;) e d : mj <t} es

claramente un refinamiento independiente de d y es por lo tanto un p.p. de Poisson cuya intensidad
A" es conocida gracias a la proposicién (1.1.5):

R(A) = / P(m < t) dA(z,m, f) = H()A(A).

Asi que:

L3(sL0, ) = exp |~ AH(t /// 1—eSz dG(f)dH(m)da: -

RIXRXR
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—AH(t fl La(s/U(|z)))dz

= exp —)\H(t)/l— /ef(”liD)dG(f) de| =e

R4 R

<o) = [1-£0 (mfvr)) o

Rd
la proposicién queda probada. [

Introduciendo la notacion

La siguiente proposicién (probada en [1]) nos permite recuperar en ciertos casos la distribucién de
S*(0) a partir de su transformada de Laplace:

Proposicién 3.2.2. Si el shot-noise S*(0) admite una densidad f que es una funcién de cuadrado

integrable entonces:
b
6727rias _ 6727ribs
/ () di = / Lo (2mis) o ds
a R

3.2.2. Shot-noise aditivo con umbral aleatorio

Trabajaremos ahora con un proceso puntual ®,qq definido al igual que antes por la ecuacién
(3.12) pero donde ahora el umbral de deteccién es una variable aleatoria S . Veremos que bajo

ciertas hipotesis sobre la distribucion de S, es posible realizar calculos como los que hicimos para
(I)ext:

Proposicién 3.2.3. Sea ® .44 un p.p. definido en término de un shot-noise aditivo usando las no-
taciones de esta seccion. Llamemos ;BE)add a la probabilidad de acceso al medio en este caso. Si el
umbral de deteccion S es aleatorio con distribucién exponencial de pardmetro vy, independiente de los
elementos de ® y K(s) es la funcion definida en la proposicion (3.2.1) entonces:

wad 11— e~ M)
Po =V
AK(y)

Demostracion:
Retomemos la ecuacién (3.13) que sabemos es cierta en este caso:

nt = 7013(5%0) 7070 P(s < S) dPsio)(s) dH(t) =
= 7072 " dPyo)(s) dH (1) = / Lo (1) dH(t) = +/ooe”“” ) aH(t) =

0 0 0
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Observacion 3.2.1. Observemos que obtuvimos un resultado muy similar al de la proposicion (3.1.2)
pero donde sustituimos A por (7).

Observacion 3.2.2. Analogamente al caso de la observacién (3.1.4), () puede no ser finito y por lo

tanto la probabilidad 75" puede ser nula.

Ahora intentaremos obtener una extensién del resultado de la proposicién (3.1.4) para el proceso
®,44. Podemos aplicar una idea muy similar a la que usamos para calcular p* pero necesitarfamos
conocer la distribucién del shot-noise S*(0). Es por eso que consideraremos el caso particular en que

el umbral S tiene distribucion exponencial:

Proposicion 3.2.4. Sea ®,qq un p.p. definido en término de un shot-noise aditivo usando las nota-

ciones de esta seccion. Llamemos 5, a la probabilidad definida por:

~ ext

P = Po(Xo = 0 sea retenido | ® tiene un nodo a distancia v de 0)

cuando el proceso de tipo Matérn es ®q4q con umbral de deteccion S aleatorio con distribucién expo-
nencial de pardmetro vy, independiente de los elementos de ®. Entonces:

_ oM@ gmAK()
P =5+ (La((r) = 1) <1<Mc<w>>2 ) AW)'

Demostracion:
Haremos una demostraciéon muy similar a la de la proposicién (3.1.4): los razonamientos seréan

los mismos, solamente cambian las notaciones y cantidades.
Llamemos A = {3 X; € ®: | X;| =7}y P{( - ) = Po( - |mo = t). Entonces:

+oo
2a;a,dd — P(](O c ®add|A) = / PE(O S q)add‘A> dH(t> =
0
—+o0
_ / PH(0 € ®aqa|A, mx, < t) Po(mx, <t) + P{(0 € ®aaalA, mx, >t) Po(mx, < t) dH(t), (3.14)
0

donde:
PL(0 € Boaa|A, mx, > t) = PL0 € aqq) = P(51(0) < §) = e MHBKD) (3.15)

y en el caso en que my, < t, si ocurre B = {L(0,X;) > S} es seguro que S*(0) = >> L(0,X;) > S
entonces 0 seria eliminado. Por lo tanto:

PE(O S (I)add‘A7 my, < t) = PE(O € (Dadd’A, my, < t, BC) P(Bc) (316)

Ademas tenemos que por un lado:

P(B¢) =P (z](iio) < S) - /P (% < s) dG(f) = /e‘f”(l(”))ldG(f) . (%) .
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Por lo que (3.16) queda:

P! (0 € BoqalA, mx, < t, B°)P(B°) = P! (Z L0, X;) < S|L(0, X;) < S) P(B) =

= Ph (3010, %) < 8) P(B) = P(S'(0) < S)P(BY) = e MO8 (%) -

Usando esta ultima igualdad y la ecuacion (3.15) en (3.14) concluimos que:

+infty

pdd = / e M MK() [H(t)ﬁg (%) +(1 - H(t))] dH(t) =

1 — =AM 1 — e 2O =AKM)
= Ay Kl = ”( RE A/cw))'
[ ]

Observacion 3.2.3. Nuevamente obtuvimos un resultado que se diferencia de su andlogo para el caso
extremal (3.1.4) en que se sustituye N por K(7), y ademds se cambia la distribucién del umbral M
por la transformada de Laplace de la distribucién G.

3.3. Comparando los protocolos

Esta seccion expone los resultados descritos en el articulo [7] por Baccelli y Bermolen.

A partir de ahora, nos centraremos en el estudio asintético para redes con muchos nodos, que tiene
sentido si pensamos que hoy en dia existen redes inaldmbricas como las de telefonia celular o internet
a las que tienen acceso una vasta cantidad de usuarios al mismo tiempo. Bajo ciertas hipdtesis y con
un valor grande de la intensidad A (que representa la cantidad de nodos por unidad de drea) vamos
a poder comparar el desempeno del protocolo asociado ®,4q con el de Py.

Supondremos entonces que la dimension d = 2, la distribucién G de las componentes de los
vectores de potencias F es exponencial de pardmetro p y que la funcién [ es I(r) = (Ar)=? con
A>0y B>2.

Umbral determinista versus umbral aleatorio

Recordemos que por las proposiciones (3.1.2) y (3.1.6) tenemos que para el caso en que el umbral
determinista de @,y es My y el umbral aleatorio distribuye como Exp(7):

ext __ 1 - eiw(MU) ~ext / 1- 67)\./\7/(8)

s
Poo = TN (M) oo W(s) ds,

R+
donde N (s) fue calculado en el ejemplo (3.1.1) y nos dio:
27TF<%)

N(s) = ———.
*) Bus)s A2
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Podemos concluir entonces que:

M, )2/5A2
i ApSXt — (:u 0 1
Ao PO T ST+ 2/6) (8.17)

lm et P A? T s g2/BQ oA 1 r M 042

et _ s _ 1+2/8) = (*) 2 (31

Aotee PO T T+ 2/8) /76 ST AT 1+ 2/8) %8 (L+2/5) (7) e (318)
0

Lo cual prueba el siguiente resultado:

Proposicién 3.3.1. En las hipdtesis de esta seccion y si 1/y = My se cumple que

) )\ﬁaext B
Jim S =0 +2/8)

Observacion 3.3.1. Tiene sentido pedir la hipdtesis 1/ = Mj pues esto es equivalente a comparar el
proceso determinista con el caso en que el valor medio de el umbral aleatorio M es M.

Para el caso aditivo, supondremos primero que cuando el umbral S es aleatorio, distribuye como
Exp(7/). De esta manera, utilizando la proposicién (3.2.3), podemos obtener la forma de L y calcular
en este caso particular:

27T ,y/ 2/6
KH®)=—-——%5(— re2/pra—2/6),
=g (L) remre -2
para concluir entonces que:

(3.19)

AQ 2/6 1
lfm g =2 (£ .
A oo T \v) T@/B+1I(-2/8)

Si quisiéramos hacer el mismo tratamiento con p3d, nos encontramos con el problema que en general

no conocemos la distribucién de S*(0) y no podemos hallar una férmula para la intensidad de ®,44.
Sin embargo, § = 4 es un caso particular en que usando la proposicién (3.2.1) y el célculo de K(s)
hecho més arriba, si se llega a una expresion cerrada:

add f()4_1—6_“2 dond Arr? fe(a) = 1 2/a_t2dt
= erfe(a _— ondea = ———=yvyerfcla)=1—— | ¢ )
Po a/T 442 /50 " NG
0
En consecuencia:
4A% |8,
, add oM
,\ETOO Appe = —\ (3.20)

Juntando toda esta informacion, estamos en condiciones de enunciar la siguiente proposicién:
Proposicién 3.3.2. En las hipdtesis de esta seccion, si 1/~ = Sy y ademds 5 = 4 se cumple que

)\Aadd
m MO VT

—_ = 1+1/2).
Ao Apgdd 2 +1/2)
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Observacion 3.3.2. Observemos que obtuvimos un resultado anélogo al de la proposicién (3.3.1), pero
solo en el caso § = 4. Es razonable conjeturar entonces que V 5 > 2 se cumple que:

) )\%add
Jm e = T+ 1/8).

Este resultado ha sido verificado mediante simulaciones en [7].

Extremal versus Aditivo y resumen final

Finalmente, para terminar de comparar todos los protocolos, una aplicacion directa de las ecua-
ciones (3.17), (3.18), (3.19) y (3.20) prueba que:

Proposicion 3.3.3. Bajo las hipdtesis de esta seccion, supongamos que :
= My y Sy son los umbrales deterministas de ® oy y P oqq TESPectivamente

» M y S son los umbrales aleatorios de ®opy y Pogq que distribuyen como Exp(y) y Ezp(')
respectivamente.

Entonces:

) )\ﬁaadd 1 2/B8 1
1) lim =
A=t ApEt v My I'(1—-2/p)

2) lim Ao _ (7 7 1
Ao Ay ~ T(1+2/8)T(1—2/p)

add 2/8 2/8
3) Sif=4 lim 2D _(S0) T 2_ (5% L
reo Ape®  \M,) 7 \M,) T +2/8)(1-2/8)

4) Sif=4, lim At (4507 —_ — (78)28 1
’ A—4o00 )\]/)E)ext 0 Wﬁ 0 (F(l + 2/ﬁ))2 F(l - 2/6)

Observacion 3.3.3. Nuevamente, las relaciones 3) y 4) solo pueden probarse para un f particular,
pero podemos conjeturar que se extienden para todo § mayor a 2 de la forma en que lo escribimos
en el enunciado de la proposicion anterior.

Observacion 3.3.4. Notemos que las relaciones presentadas nos permite determinar qué relacién
debe existir entre dos parametros de dos protocolos distintos para que ambos tengan la misma
intensidad asintotica. Por ejemplo: para ®@q v Paqq con umbrales deterministas debe cumplirse que

So = My (T(1+2/8)0(1 —2/8))"2.

A modo de resumen final, presentamos aqui los resultados obtenidos:

Teorema 3.3.1. Bajo las hipdtesis de esta seccion, suponiendo My = Sy = 1/v =1/ y asumiendo
las congeturas de las observaciones (3.3.2) y (3.3.3), se cumple que:
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)\ﬁ) ext )\ﬁ) add
i = —=I(1+1
>\—1>£I-100 )\pgzt >\—1>I-Poo /\pgdd ( + /6)

Ii -
Aoteo ApE® T(1— 2/B)

i P g A !
Ao AGy™  asee Ape® | T(1 + 2/B)T(1 — 2/B)
A add 1
lim 220 =

At AT (D(1+2/8))°T(1—2/5)
[ |

Observemos que todas las relaciones que obtuvimos dependen solamente de 3, que es el parametro
de la funcion de pérdida [. Es decir: 8 es una medida de la influencia de los nodos lejanos en un
punto.

Los siguientes graficos nos permiten comparar visualmente las intensidades asintéticas en funcion
de S. En la teoria, todas ellas tienden a 1 cuando [ tiende a +o0o pues para valores de  mas grandes,
los nodos lejanos tienen menos influencia e importan mas los cercanos, por lo que los protocolos
con shot-noise aditivo y extremal se parecen. En la practica, tiene sentido considerar valores de 3
menores a 4.

1 T T T T T T T 08 T

[—rup)] == ro2m]

s}
0o
nosf i 0l
o2t

068 ; ; ; ; ; ; . o ; i ; ; ; ; ;
2 25 3 35 4 45 5 55 5 2 25 3 35 4 45 5 55 5

CO2BC0-280 | ISV I — T +2/RPT0-21R)

nar
0B

02r

Figura 3.2: Graficos de las funciones que dan las relaciones entre las intensidades asintéticas
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