
Cálulo 3 - semestre impar 2018CURVATURA CONSTANTE EN EL PLANOA propósito del ejeriio 1 del M.O. del parial de mayo de 2016, dejo aquí una pruebade porqué torsión nula y urvatura onstante implian irunferenia. Por simpliidad,onsideraremos la urva parametrizada por longitud de aro.Proposiión 0.1 Sea C una urva parametrizada por α : α(s) por longitud de aro demodo que ∀s : τ(s) = 0 y κ(s) = k 6= 0 =⇒ C está ontenida en una irunferenia.demostraión:De las hipótesis y las fórmulas de Frenet obtenemos que t′(s) = k.n(s) y n′(s) = −k.t(s)de lo que deduimos que t′′(s) = −k2.t(s) que es equivalente a α′′′(s) = −k2.α′(s)Integrando según s obtenemos ∫

x

0

α′′′(s).ds = −k2.

∫

x

0

α′(s).ds que da omo resultado
α′′(x)− α′′(0) = −k2.(α(x)− α(0)) por lo que α′′(x) = −k2.α(x) + k2.α(0) + α′′(0).Llamando K al punto �jo k2.α(0) + α′′(0) y utilizando que ∀x : k.n(x) = α′′(x) =⇒
k.n(x) = −k2.α(x)+K. Dividiendo entre k2 y tomando normas deduimos que existe unpunto �jo p en R

3 tal que ∀x : ‖α(x)− p‖ =
1

k
por lo que la urva está ontenida en unaesfera S.Utilizando nuevamente que la torsión es nula podemos asegurar que C está en la interse-ión de S on ierto plano π. Si onsideramos p′ la proyeión de p sobre π, es inmediatover que todo punto de la interseión equidista de p′ on magnitud √

(
1

k
)2 − ‖p− p′‖2(basta apliar el teorema de Pitágoras) por lo que está en una irunferenia.Esto �naliza la prueba.
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