Calculo 3

Examen - Febrero - Curso 2012
18 de febrero de 2012

Numero de prueba APELLIDO, Nombre Cédula de identidad

Ejercicio 1 (20 puntos)

Un helicoide es una superficie parametrizada

por:
r = rcosf
y = rsinf r &[0, 1]
. — 9 6 € [0, 2]

Encontrar su area.
Sugerencia: Tener en cuenta que

/1 Va2 + 1dr = %(\/E+ log(1 + V2))
0

Solucién:

area(S) = // llor A wol|dr dO
s

Ahora, ¢, = (cos,sin6,0) y pg = (—rsiné,rcos, 1), por lo tanto:

i ik
or Npg=1| cosb sinf 0 | = (sinf, — cos @, r(cos? f 4 sin?))
—rsinf rcosf 1

de aqui tenemos que:

lr A woll = V12 +1

entonces

drea(S) = /027T do /01 V72 4 1dr = (V2 + log(1 4+ V2))



Ejercicio 2 (40 puntos)

Consideremos la superficie S de la figura, con la normal n
que aparece en la ilustracién. Observar que S no es una
superficie cerrada.
Consideremos también el campo X(:L‘7 y,2) = (y, —x, e%%).
(1) (10 puntos) Indicar si el flujo del rotor de X a
través de la superficie S es positivo, negativo o
cero.
(2) (30 puntos) Calcular el flujo del rotor de X a
través de la superficie S.

Solucién: El flujo del rotor de X a través de la superficie S es

/ / rot XndS
s

Una forma de estimar rapidamente el signo del flujo es calcular el rotor de X , v observar si el
signo de rotX.n es constante.

i 7k
rotX = 395 ay az = (07 _Ze$27 _2)
y —x ev*

dada la simetria de la superficie S respecto del eje z, la segunda componente del rotor, termi-
nard anuldndose, por lo que sélo la tercera componente serad relevante. Claramente, la tercera
componente de n es positiva, con lo cual rotX.n tiene signo constante negativo, y surge entonces
que el flujo de X a través de la superficie es negativo. Esta estimacion es innecesaria si se hace
(bien) el paso que sigue.

Usando el Teorema de Stokes, se tiene que

// rotXndS:/de
s c

donde la curva C es recorrida respetando la ley del destornillador; es decir, si uno estuviera
parado en el origen, como el vector E, la curva C, contenida en el plano xy, se veria recorrida
en sentido antihorario.

Ahora, la curva C admite la parametrizacién: «(t) = (cost,sint,0), por lo tanto tenemos:

27 2
/ Xds = X(a(t)).ouft) dt = / (y()z(t) — x()y(t) + DO 2(1))dt
C 0 0
es decir

2
/de :/ (—sin®t —cos® t)dt = —27
c 0

Con lo cual tenemos que el flujo del campo X a través de la superficie S es negativo e igual a
—27.

Ejercicio 3 (40 puntos)

Sea X (z,y,2) = (22,92, 22), y sea S la esfera unidad centrada en el origen. Calcular

// X ndS
s



Solucién:

por el Teorema de Gauss tenemos:

/ /S XndS = / / /V divXdv

donde V es la bola unidad. Calculamos la divergencia de X:
divX (w,y,2) = 0, (20) + 0, (y?) + 0.(=2) = 2(1 + y + 2)

Tenemos entonces:

// divXdV = 2/// (1 + z + y)dzdydz = 2vol(bola radio 1) = 8%
v 1%



