Universidad de la Republica Calculo 3
Facultad de Ingenieria - IMERL Primer Semestre 2014

EXAMEN — MARTES 9 DE DICIEMBRE DE 2014

Nro de Examen Cédula Apellido y nombre

s La duracién del examen es 3 horas.

= El puntaje minimo para aprobar es 50 puntos.
Notacion: En el parcial se usa la siguiente notacién:

s Rotor de un campo vectorial: V x F
Sugerencias: Puede ser de utilidad la siguiente informacién:

T sim=mn
0 sim#n
» Si 7 = 7(t) es una curva diferenciable en R® entonces el versor normal en cada t € R es:

Lo GO
() = (@AM

» Si m y n son dos nimeros naturales entonces: fogﬂ cos(mt) cos(nt)dt = {

(I) Multiple opcién. Total: 50 puntos

Puntajes: 10 puntos si la respuesta es correcta, —2 puntos si la respuesta es incorrecta, 0 punto por no contestar.

Indique sus respuestas en los casilleros correspondientes:

Ejercicio 1 | Ejercicio 2 | Ejercicio 3 | Ejercicio 4 | Ejercicio 5

Ejercicio 1

Considere la curva cerrada en R? definida por las ecuaciones paramétricas:

x(t) = a(3cost + cos(3t)), y(t) = a(3sent + sen(3t)),

t € [0,27], donde @ es un pardmetro positivo fijo.
El area encerrada por la curva es:

Ejercicio 2
Considere el campo vectorial F' : R® — R3 definido por F(z,y,2) = (x + y? + 2*)(1,1,1). Sea Q la

esfera de centro P = (1,0,0) y radio p.
[ F-d§

Entonces lim,_,o ij es:
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Ejercicio 3

Considere la curva y(t) = (2,sen(t),e”?), t € R. El triedro de Frenet en el punto (0,0, 1) es:

B) = (0.5 -%) b= (<550 7= (3h.0.5)

Q) £= (0.5 ~%) b= (-3 -8) 1= (585 5%)
D) £=(0,1,-2), b= (%—%—@) 7= (ls,o, 15).
E) i=(0,1,-2), 5= (-%.0-%). i= (%% - 2)

Ejercicio 4
Sea I : R? — R? un campo solenoidal con singularidades en los puntos A = (0,2,4), B = (0,0,1) y

C = (2,2,0). Sean &; la esfera de centro en A y radio 3, & la esfera de centro en A y radio 4, y &3

la esfera de centro en (0,0,0) y radio 3 e Iy, I2, I3 los respectivos flujos salientes de F' a través de las
superficies de las esferas.

Considere la superficie S definida por el borde del volumen

{(xvyvz)ERg : x2+92§Z}’x2+yz+22§9}

e I el flujo saliente de F' a través de la superficie S.

Entonces:
A)I=1-1.
B) I =1Is.
C)I=15+Is.
D) I=5L+1,—Is.
E) I =1Is.

Ejercicio 5

Considere la funcién f : R? — R definida por:

f(,y,2) = 2y +yz + a2
y la forma diferencial w, , .y = f(z,vy, 2) dz.
Entonces:

A) wAdw, ) =0.



(IT) Desarrollo. Total: 50 puntos

Problema 1 (20 puntos)

La Ley de Gauss para el campo eléctrico E producido por una distribucién de cargas en R? establece
que el flujo saliente de F a través de una superficie cerrada S es:

/ E - dS = 47Qint,
s

donde Q;,¢ es la carga total en el interior de la superficie S.
Considere una superficie esférica de radio R con centro en el origen, cargada de manera uniforme con

una distribucion de carga total Q.
a) (10 puntos) Calcule el campo eléctrico E(z,y,z) en un punto exterior de la superficie

cargada (esto es: /a2 +y2 + 22 > R).

b) (10 puntos) Calcule el campo eléctrico E(x,y, z) en un punto interior de la superficie cargada

(esto es: /a2 +y? + 22 < R).

Problema 2 (30 puntos)

Sean S1 y S dos superficies orientadas con borde tales que 051 = 059 = C, y tales que las orientaciones
de S; y S inducen la misma orientacién en C. Sea F : R? — R3 un campo de rotores (esto es,
F =V x A para un campo vectorial A).

a) (6 puntos) Pruebe que el flujo de F a través de S; es igual al flujo de F a través de Ss.
b) (8 puntos) Considere el campo F : R? — R3 definido por

F(z,y,2z) = ($2€z — 2ye” %0, —Qmez) .
Pruebe que F' es un campo de rotores.
(@*+y%)
2

Considere ahora la superficie S definida por la ecuacién z = , con z2 + y? < 4, orientada con

la normal hacia arriba.
c¢) (8 puntos) Calcule el flujo del campo F' a través de S.
d) (8 puntos) Calcule el flujo del campo V x F' a través de S.



SOLUCION

(I) Multiple opcién

Ejercicio 1 | Ejercicio 2 | Ejercicio 3 | Ejercicio 4 | Ejercicio 5

D D C A A

(IT) Desarrollo

Problema 1

Por la simetria del problema queda claro que el campo eléctrico E' debe tener direccién radial y modulo

dependiente de la distancia al origen. De manera que el campo en un punto genérico P = (z,y, z)

(interior o exterior a la superficie esférica) es de la forma

donde: 7 =

E(:J:,y,z) :H E H 7,
(z,y,2)

/m2+y2+z2 :

a) Sea P = (z,y, z) un punto exterior a la superficie esférica cargada. Consideremos la superficie

a)

esférica S con centro en el origen y radio 7 = y/x2 + 2 + 22 . El campo E es uniforme y normal
a esa superficie, de manera que:

/E dS =|| E || A(S) =|| E || 4712,
S

Por otra parte la carga total en el interior de la superficie S es Q;n: = Q. Asi que de la
Ley de Gauss se obtiene || F ||= %, y entonces:

Q
(22 +y? + 22)2
Sea P = (z,y, z) un punto interior a la superficie esférica cargada. Consideremos la superficie
esférica S con centro en el origen y radio r = /22 + 92+ 22 . El campo E es uniforme y
normal a esa superficie, de manera que:

(z,y,2).

/E dS =|| E || A(S) =|| E || 4712,
S

Por otra parte la carga total en el interior de la superficie S es Q;ns = 0. Asi que de la Ley
de Gauss se obtiene || E ||= 0, y entonces:

E(z,y,z) = (0,0,0).

Problema 2

Utilizando dos veces el teorema de Stokes se tiene que:

/F-dﬁ:/ VxA-dgz/A:/ VxA-dS= [ F-.dS.
S1 S1 C So Sa
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b) Es facil verificar que V- F = 0. Como F es un campo diferenciable definido sobre todo R3, esa
condicién garantiza que F' es un campo de rotores.
Otra posibilidad es obtener explicitamente un potencial vector A para el campo F. Es
sencillo verificar, por ejemplo, que A = (0, z%¢*,y%¢~%) cumple F = V x A.
¢) Como F es un campo de rotores podemos usar el resultado de la parte a) y cambiar la superficie
S por el disco D = {(z,y,2) : 22 + y?> < 4, z = 2}, con normal n = (0,0, 1):

/F~d§:—/2xezd5’:0.
D D

d) Se cumple: V x F(z,y,z) = (0, —2¢e* — x%e* — 2ye™*, —2e~*). Usando el resultado de la parte
a) y el disco D se obtiene:

/VxF-d§—/VxF'd§——/ 2¢72dS = —8me 2.
S D D



