
Segundo parcial – 3 de julio de 2014

Ejercicio 1: Teorema de Gauss

Sea S la superficie cerrada ciĺındrica de altura 2 y radio 1, centrada en el origen, y con su eje contenido

en el eje z (esto es: la base del cilindro se encuentra en z = −1 y la tapa en z = 1). Considere el campo

vectorial F (x, y, z) = (y2x, x2y, z(x2 + y2)). Entonces el flujo saliente de F sobre S es:

z

y

x

(0,0,-1)
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Sea V el volumen encerrado por S, consideremos la siguiente parametrización del mismo:
x = r cos θ, r ∈ [0, 1]

y = r sin θ, θ ∈ [0, 2π]

z = v, v ∈ [−1, 1]

donde el Jacobiano de este cambio de variable es r.

Aplicando el teorema de Gauss∫∫
S
F ·NdS =

∫∫∫
V

divFdV =

∫∫∫
V

2
(
x2 + y2

)
dxdydz

=

∫ 1

−1

∫ 2π

0

∫ 1

0
2r2rdrdθdv

= 4π

∫ 1

0
2r3dr = 2πr4

∣∣∣1
0

= 2π.

Ejercicio 2: Teorema de Stokes

Considere el campo vectorial F (x, y, z) = (2y + arcsinx, ey
2
, y2 + ln(z2 + 4)). Sea C el contorno del

triángulo con vértices en (1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, 0, 2), con la orientación dada por el orden que indican

los vértices. Entonces
∮
C F es:

El triángulo está contenido en el plano que pasa por sus tres vértices:

π : 2x+ 2y + z = 2

De donde tenemos que z = 2(1− x− y). Aplicando el teorema de Stokes tenemos que∮
C
F =

∫∫
S

rotF ·NdS,

donde S es una superficie cuyo borde es el triángulo. El rotor de F es: rotF =
(
2y, 0,−2

)
.

Consideremos S la superficie contenida en el plano π con borde el triángulo. Una parametrización de
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la misma está dada por:
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ϕ : U ⊂ R2 → R3, (u, v) 7→
(
u, v, 2(1− u− v)

)
,

donde U =
{

(u, v) ∈ R2 : 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1 − u
}
. Observar que ϕu ∧ ϕv = (2, 2, 1), entonces esta

parametrización tiene orientación coherente con la del triángulo.∫∫
S

rotF ·NdS =

∫∫
U

(
2v, 0,−2

)
·
(
2, 2, 1

)
dudv

=

∫∫
U

(
4v − 2

)
dudv

=

∫ 1

0

∫ 1−u

0

(
4v − 2

)
dvdu

=

∫ 1

0

(
2v2 − 2v

) ∣∣∣1−u
0

du

=

∫ 1

0

(
2u2 − 2u

)
du

=
2

3
u3 − u2

∣∣∣1
0

= −1

3
.


