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@ Estructuras



@ Estructuras
@ Definicion



Def 2.2.1. Estructura

Una estructura es una secuencia ordenada
M — <U7R17"'7R7’L7F17"'7Fm7{0’i | 1 S Z S k}>

tal que:
@ U es un conjunto no vacio, (notacion:
U = |M])
@ Ry,..., R, son relaciones sobre U (n > 0)
e Fy,...,F, son funciones en U (m > 0)

@ C, (1 <i < k) son elementos distinguidos de
U



Estructura

Ejemplo

(N, Par, <,+,%,0,1) naturales
(N, <) CPO de los naturales
(Z,+,—,0) grupo de los enteros



@ Estructuras

@ Tipo de similaridad



Def 2.2.2 Tipo de similaridad de una
estructura

El tipo de similaridad de
(U,Ry,....,R, ,Fy,....F_{C,|1<i<k})es
una secuencia
(T s ey Ty Ay eee s Qs )
tal que:
e R, CU" (1<i<nyr;, >0)
° Fj:Uai%U(lgjgnyajZO)



Tipo de similaridad de una estructura

@ (N, Par,<,+,%,0,1) tiene tipo (1,2;2,2;2)
e (N, <) tiene tipo (2; —;0)
@ (Z,+,—,0) tiene tipo (—;2,1;1)



@ Lenguaje de primer orden



@ Lenguaje de primer orden
@ Alfabeto de primer orden



Def. Alfabeto de primer orden

El alfabeto de tipo (ry,...,7,;a4,...,a,,; k) para un
lenguaje de primer orden consta de los siguientes
simbolos:

Simbolos de relacién: Py, P,,..., P , =’

Simbolos de funcién: f, fo, ..., [,

Simbolos de constantes: ¢, tal que 1 <1¢ < k

Conectivos: —, <>, —, A, V, L
Cuantificadores: V., d

°
°
°
@ Variables: z,,z, s, ...
°
o
o Auxiliares: (),



@ Lenguaje de primer orden

@ Términos



Def 2.3.1 Términos

Sea A el alfabeto de tipo (ry,...,7,;aq,...,a,,; k).
El conjunto TERM 4 de los términos del lenguaje de
primer orden con alfabeto A se define
inductivamente por:

1. z, € TERM,(i € N)

2. ¢; € TERM,(1 < i < k)

3. sity,...,t, € TERM, entonces
fi(t1, -, t,,) € TERM,



@ Lenguaje de primer orden

@ Férmulas



Def 2.3.2 Férmulas

Sea A el alfabeto de tipo (rqy,...,7,;a4,...,a

k).

m?

El conjunto FORM 4 de las férmulas del lenguaje de
primer orden con alfabeto A se define
inductivamente por:

1.
2.

onl s

| € FORM,,

si ty,...,t, € TERM, entonces

Py(ty, ..., t,.) € FORM,

si t,,t, € TERM 4 entonces t; =" t, € FORM 4
si «, 5 € FORM 4 entonces (a[J3) € FORM 4
si a € FORM 4, entonces (—«) € FORM 4

si o € FORM 4 entonces
((Vz;)a), ((3z;)a) € FORM,



Términos y Formulas
Ejemplos

Sea A el alfabeto de tipo (1,2;1,2;2).
1. ifs(cy,xy) € TERM,?
2. ifi(cq,xy) € TERM,?
3. i(Va ) By(fi(w), 1)) = ((Fmg) Pr(25)) €
FORM 4,7
4. i((3zg)fo(zy,¢)) € FORM,?
5. i((Vay)Py(xq,cq)) € FORM 47

6. i((321)((Fz2)((3w3) P3(21, 79, 23)))) €
FORM ,?

iiiOJO! iNo confundir simbolo de predicado y
simbolo de funcién!



Reglas de parentizacion

Para simplificar la escritura de las formulas

omitimos ciertos paréntesis

@ Las reglas de precedencia de conectivos son las
mismas que para PROP.

@ Conectivos de igual precedencia se asocian a la
derecha.

@ Cuantificadores: el V y el 3 tienen igual
precedencia que el —.



Reglas de parentizacion

Atencion: No confundir las siguientes formulas

(Ve)(a = B)y (Vz)a = f
(Fz)(a = B)y (Fx)a—

Ejemplo:Parentizar la siguiente expresion

( 1 (2)
(Vz)Py(x))NL) = LV-P(x
(V&) Py (2)) A L) = LV (=P (z))
(Vo) Py(z)) A L) = (LV (=P (2)))
(((Vz)Py(2)) A L) = (LV (=P (2))))



Var, Const, AT

Sea A el alfabeto de tipo (rq,...,7,;a4,...,0a
Def [Var]

Var es el conjunto de las variables de A
({z]i € N}).

Def [Const 4]

Const 4 es el conjunto de los simbolos de constante
de A ({¢;|1 <i < Ek}).

k).

m?

Def [férmulas atomicas AT 4]

AT , es el conjunto de férmulas de FORM 4 que se
obtienen con las clausulas base
(J_, Pj<t17 000 ,t,,,j>, tl = t2)

‘

9



@ PIP y ERP en TERM y FORM



@ PIP y ERP en TERM y FORM
@ PIP para TERM



Principio de induccién primitiva para TERM
Sea A el alfabeto de tipo (ry,..., 7 ;ay,...,a,,; k).

s YUmys

Lema 2.3.3: Principio de Induccién para TERM 4

H) Sea P una propiedad sobre TERM 4. Si se cumple

1. P (x) para todo = € Var
2. P (c) para todo ¢ € Const 4
3. si P(ty),...,P (tai> entonces

( tl, )) para todo i € {1,...,m}
T) Entonces se cumple (Wt € TERM4)P (t).



@ PIP y ERP en TERM y FORM

@ PIP para FORM



Principio de induccién primitiva para FORM

Sea A el alfabeto de tipo (rq,...,7,;a4,...,0a

1.
2.

3.
4,

k).

Lema 2.3.3: Principio de Induccién para FORM 4

H) Sea P una propiedad sobre FORM 4. Si se cumple

m?

P («) para todo o € AT

si P () y P (B) entonces P ((al1p))
(B e {= oA V])

si P () entonces P ((—a))

si P («) entonces P (((Vz)a))

P (((3x)cx)) para todo x € Var

T) Entonces se cumple (Va € FORM 4)? (a).



@ PIP y ERP en TERM y FORM

@ ERP para TERM



Esquema de recursion primitiva para TERM
Sea A el alfabeto de tipo (ry,..., 7 ;ay,...,a,,; k).

Lema [esquema de recursién primitiva para TERM 4]

H) Sean las siguientes funciones:
e H,:VarUConsty — B
e H,: (TERM, x B)% — B, con
ied{l,...,m}
T) Entonces existe una Unica funcién
F : TERM, — B tal que:
@ F(t) = Hy(t) si t € Var U Const 4

o F(filty, t,)) =
Hy(ty, F(ty), e ty , F(t,))

' Ya, i



@ PIP y ERP en TERM y FORM

@ ERP para FORM



Esquema de recursion primitiva para FORM

Sea A el alfabeto de tipo (7y, ..., 7,5 Qs eeey Gy k).

) n m)

Lema [esquema de recursién primitiva para FORM 4 ]

H) Sean las siguientes funciones:

1. H,:AT, — B

2. Hy:(FORM, x B)? - B (O € {—,<,A,V})
3. H :FORM, X B— B

4. H,,H;:Vary, xFORMy x B — B

T) Entonces existe una unica funcién F' : FORM , — B tal
que:

©0606060
sl e



@ Variables libres y ligadas



@ Variables libres y ligadas
@ Alcance de cuantificadores



Alcance de cuantificadores

Def. alcance o radio de accidén

@ El alcance del cuantificador Yz en la férmula
((Vz)a) es la formula a.

@ El alcance del cuantificador 9z en la férmula
((3z)a) es la formula a.

(Vay) (P(zy)) = (Vo) (Palmy, 20)] (Vo)
(Va,) (Pr(x1) = Py, 25))

31



Alcance de cuantificadores




@ Variables libres y ligadas

@ Variables libres y ligadas



Def. Ocurrencias libres y ligadas

@ Una ocurrencia de una variable  en o estd
ligada si se encuentra bajo alcance de un
cuantificador (V) o (Jz), o si es la variable de
un cuantificador (V) o (Jx).

@ Si una ocurrencia de una variable x no esta
ligada en «, se dice que es una ocurrencia libre.

Ejemplo

o (Vay)Py(x,) = (Vag)Py(zy, 25)

o (Vay)Pi(cy)
Las ocurrencias azules de z; estan ligadas, mientras
que la roja no.



Def. Variables libres y ligadas

@ Una variable x esta ligada en « si x tiene
alguna ocurrencia ligada en a.

@ Una variable x esta libre en « si x tiene alguna
ocurrencia libre en a.

Sea a = (V)P (z1) = (Vo) Py(zy, 29)
@ x, tiene 2 ocurrencias ligadas en «
@ entonces x, es ligada en «
@ x, tiene 1 ocurrencia libre en o
@ entonces x, es libre en «



Observacién

@ Una ocurrencia de variable en una férmula esta
o bien libre o bien ligada (jno ambas!).

@ Una variable puede estar libre y ligada en una
misma férmula.



@ Variables libres y ligadas



Conjunto de variables libres de un término
Sea A el alfabeto de tipo (ry,..., 7 ;ay,...,a,,; k).

‘

Def 2.3.6
Definimos F'V : TERM, — 22" recursivamente en
TERM 4 :

o FV(z) = {x} si x € Var
e FV(c,) =10
@ FV(f;(ty,..st,,) =FV(t) U~ UFV(t,)

’L



Conjunto de variables libres de una
formula

Def 2.3.7.
Definimos F'V : FORM , — p(Var) recursivamente
en FORM 4:
e FV(L)=10
o FV(P;(ty,...,t,.)) =FV(t;) U--UFV(¢, )
o FV(t,; ='t,) = FV( 1) UFV(¢,)
o FV((adp)) = FV( YUFV(B)
o FV((—a)) = ( )
o FV(((Va)a)) = FV(a) — {x}
o FV(((Br)a)) = FV(a) — {«}



Variables ligadas de una formula

Ejercicio

Definir recursivamente en FORM 4 la funcién
BV : FORM, — 2V que calcula el conjunto de
variables ligadas de una férmula.



@ Variables libres y ligadas



Términos y formulas cerrados

Sea A el alfabeto de tipo (ry,..., 7 ;ay,...,a,,; k).

Def 2.3.8 Términos y Férmulas Cerradas

@ Un término ¢ es cerrado si F'V (t) = 0.

@ Una férmula « es cerrada si FV (a) = 0.
También se dice en este caso que « es una
sentencia.

@ Una formula « es abierta si no tiene
cuantificadores.

Notacién:
TERM , = {t € TERM, | ? es cerrado}
SENT 4, = {a € FORM, | « es cerrada}






Sustitucion de términos en términos

Sea A el alfabeto de tipo (ry,..., 7 ;ay,...,a,,; k).
Def 2.3.9

Sean s,t € TERM, y z; € Var. Definimos s[t/x ]
del siguiente modo:

R Ay
2. ¢lt/z;] = ¢;
3. filty, s to b ] = f(8a[t/ 2], 80, [t/ 25])

T



Sustitucién

Sea £ un lenguaje de tipo (1,2;1,2;2).
0 fo®1,®o)[@1/20] = folzy,71)
o fi(foler, ms))lea/zs] = fi(faley,cs))
o fi(foler,@s))[ea/xq] = fi(faler, z3))



Sustitucion de variables por términos en férmulas

Sea A el alfabeto de tipo (ry,..., 7 ;ay,...,a,,; k).

Def 2.3.10

Sean t € TERM 4, z; € Var, o« € FORM 4. Definimos «[t/x ]
del siguiente modo:

° J_[t/acj] =L
@ Pi(ty, ...t )[t/x;] = P;(t,[t/zy], ... ¢, [t/x;])
ot ' tQ[t/a:]—t t/z ] ’t2[t/a:]
o (a0B)(t/x,] = oft/z, 0Bt /z,]
o (~a)[t/z;]'= (~alt/}])
o 1= d ((Vz)alt/z;]) siiFj
o (Vmalt/w)=q oot o T
_ ) (Bzy)aft/z;]) sii#j
° (@edellt/z) = Sohe) T wi



Sustitucion

Ejemplo

Sea £ un lenguaje de tipo (1,2;2;2).
o Py (fi(wq,29))[z1/2] = Pi(f1(m1,71))
o (P(z1) = Pylcy, x3))[ca/mq] = (Pi(cg) —

Py(cy,x3))
o ((3my)Pywy,23))[cs/xs] = (Fz1) Po(wy, c3))
o ((3my)Py(wy,z3))c1/2q] = ((Fz1) Po(24, 73))
° ( (21, 23))[T1/23] = ((331) Py(21, 74))

@ jAparecié una ligadura nueva! jNo queremos estas
situaciones!



jSustitucion y pasaje de parametros?
FUNCTION sumar2(x:

integer;

VAR y : integer;
BEGIN

y = 2;

sumar?2 := X *y —
END: Sustituir « por y en el
y :; 45- codigo de sumar2.

print (sumar2(y));

w

@ El ejemplo anterior no es real. Los lenguajes tipo Pascal
implementan pasajes de parametro por copia o por
referencia, y no realizan una sustitucién textual del
c6digo, como nosotros.

@ Sin embargo, igualmente ilustra la dificultad de no
considerar el contexto en que se realiza una sustitucion.



i Qué fall6 en el dltimo caso?

o ((Fz)Py(wy,23))|x1/2s] = ((By) Py(xy, 7))
e la variable x5 estaba libre en ((3x,)Py(z, z3))
o al sustituir x5 por x; (que es la variable cuantificada

por el 3), queda ligada ((Fz,)Py(x, x4))

@ Lo mismo hubiera pasado si en vez de [z, /x5] se
pone [t/x5] con x; € FV(1).

@ El problema ocurre cuando hacemos ((3z;)a)[t/x]
yx;estdent: xz, € FV(t)

@ Tenemos que exigir que x; ¢ FV ()

@ Hay algunos casos en que no hace falta pedir esa
condicién. Entre ellos esta cuando la sustitucién
“no se realiza” porque z ¢ FV((3x;)«)



Término libre para una variable en una
formula

Def 2.3.11.

Sean t € TERM, ¢ € FORM. t esta libre para x en ¢
Si:
1. ¢ es atdmica
2. ¢ = (¢p;0¢s) y t esta libre para x en ¢, y en
o5
3. ¢ = (—¢;) y t esta libre para = en ¢,

4. ¢ = ((Vy)d1) (0 ¢ = ((y)¢1)) y se cumple

alguna de las siguientes:

41 x ¢ FV(((Vy)$,)) (resp. @ ¢ FV(((By)¢1)))
42 y ¢ FV(t)y t esta libre para x en ¢,



Restriccion en sustituciones

Ejemplos

((Hxy)Py(xy,x5))[cs/xs] Podemos aplicar la funcién de
sustitucién, la aplicamos, y el resultado es

((Fz1)Py(zq, c3)).

((Jxy)Py(xy,x5))|c,/x,] Podemos aplicar la funcién de
sustitucién, la aplicamos, y el resultado es
((3xy)Py(xy,x5)), igual que el argumento.

((Jx1)(—xy = x3)[x, /3] Podemos aplicar la funcién de
sustitucién, pero tiene sentido el resultado?



Ejemplos

® x, esta libre para x; en (3z,) P, (4, x3)
pues z; ¢ FV((3z1) Py (71, 23)).

@ Cualquier ¢ esta libre para x, en
(Fz1)(Vay) Py (24, 25)
pues zy & FV((Iw,)(Vay) Py (21, 25))

@ f(xzg,x,) no esta libre para x4 en (Va3)Py(z,)
pues z, € EV((Va3)Py(y)), y
xs € FV(f(x3,2,)) (aunque f(xzg,x,) esta libre
para x, en P,(x5))

@ f(x3,x1) no esta libre para z, en
(Voy)(Tzs)(zs =" 25)
pues x5 € FV((Va,)(3xs)(23 = xz)) y f(@3,3)
no esta libre para x, en (Jz3)(z5 =" z5) (aunque
s



Sustitucion simultanea en términos y

@ t[ty,...,t,/xy,...,x,] es el resultado de
sustituir las ocurrencias de cada x; por ¢, en ¢
.f;imu./téneamente (i=1,...,n,2; # x; si
)

® afty,...,t,/xy,...,x,] se define andlogamente

Sustitucién simultdnea = sustitucion secuencial

No es lo mismo la sustituciéon simultanea que la
composicion de sustituciones:

@ Iy [Ty, Cy /Ty, To] = Ty
0 [Ty /4][cy/Ts] = To[cy/Ts] = o




Notacion: [a(z), a(t)]

e Para simplificar la notacién «[t/x], en
matematica se utilizan (meta)expresiones de la
forma a(z) o a(x,y, 2)

Esta notacién no significa que las variables
listadas ocurran libres en la formula ni que la
férmula no tenga otras variables libres que no
sean las listadas...

Sélo se utiliza para escribir informalmente la
sustitucion:

Por ejemplo, «(t) notara el resultado de
sustituir ¢ por z en a(x); a(s,t,u) notara el
resultado de sustituir s por x, t por y y u por z
en a(x,y, z).



Simbolo de predicado $

@ Las sustituciones definidas hasta el momento,
permiten poner un término dado en el lugar de
una variable.

@ Eso es diferente de la sustituciéon de PROP, que
permitia poner una férmula en el lugar de una
formula atémica.

@ Para hacer esto, se tiene que hacer una
modificacion en el lenguaje.

@ Agregamos a la definiciéon de FORM una
cldusula mas:
e $ € FORM (8 es una variable de férmula, la usamos
como comodin para sustituir una férmula en otra).



Férmula libre para $

Def 2.3.13.

Sean «, ¢ € FORM. ¢ estd libre para $ en « si se
cumple alguna de las siguientes condiciones:

1.
2.

o es atémica

a = (a;0ay) y ¢ esté libre para $ en a; y en
Qip

a = (—ay) y ¢ esta libre para $ en oy

a= ((Vx)a;) (0 a=((Ix)ay)) y se cumple
alguno de los siguientes:

4.1 $ no ocurre en o
42 x ¢ FV(p) y ¢ esté libre para $ en o,



Sustitucion de férmulas en formulas

Def 2.3.14.

Sean «, ¢ € FORM tal que ¢ estd libre para $ en a.
Definimos a[¢/$] recursivamente en «:

a sia+$
o sia=S$
(o Oay)[9/3] = (a;]¢/3]0ay[0/$])
(—ay)[e/3] = (moy0/3])

(Vo)) [9/8] = (Vo) (o [9/3]))
((Fz)e)[¢/8] = ((Bz) (o [0/3]))

1. si « es atémica, af[¢/3] = {

Sl o= e D






Resumen de Sintaxis de la Légica de

Predicados de Primer Orden
@ Se definieron dos familias de lenguajes:
@ uno para representar elementos del universo
@ otro para representar afirmaciones sobre esos
elementos

@ Se definieron los principios de Induccién y
Recursién primitivas para esos lenguajes con el
objetivo de:

@ hacer demostraciones
@ definir funciones recursivamente sobre esos
lenguajes



Resumen de Sintaxis de la Légica de

Predicados de Primer Orden
@ Se estudiaron los aspectos sintacticos que
introducen las variables y se definieron algunos
conceptos relativos a eso:
@ ocurrencia libre y ligada de una variable
@ término libre para una variable en una férmula
dada
@ Se definieron funciones de sustitucion:
@ de una variable por un término en férmulas y
términos
e de férmulas en férmulas
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