Examen de Logica y
Logica modalidad al Revés
5 de Diciembre de 2017

Indicaciones generales

= Apagar los celulares.
» La duracion del examen es de tres (3) horas.
= En esta prueba no se permite consultar material alguno.

» Toda respuesta debe estar fundamentada. Pueden usarse los resultados que aparecen en
el texto del curso, en esos casos debe describirse con precision el enunciado que se utiliza.

= Numerar todas las hojas e incluir en cada una su nombre y cédula de identidad, utilizar las hojas
de un solo lado, escribir con lapiz, iniciar cada ejercicio en hoja nueva y poner en la primera hoja
la cantidad de hojas entregadas.

Ejercicio 1(25 puntos)

Considere un alfabeto 3 (no vacio), y el lenguaje ¥} de las palabras de ¥* de largo par, no
vacias definido como sigue:

I Sia,be X entonces ab € X},

I siw € X} ya,bée X, entonces abw € X}

Para cada palabra w = ajbyagbs . . . ayb, € X} se define la relacion R, = {(a1,b1), (ag,b2), . .. (an,b,)}.

a. Usando el ERP adecuado, defina la funcién ESTA : ¥/ x ¥ x ¥ — {0,1} de forma que
ESTA(w,z,y) = 1 sii la pareja (z,y) esté en la relacion R,,.

b. Recordando que una relacion R C A x A es asimétrica si cumple
sia € Abe A, ysecumple (a,b) € R entonces (b,a) ¢ R

Usando el ERP adecuado, defina la funcion AsiM : 5 — {0,1} de forma que AsIM(w) = 1
sii R, es asimétrica.

Ejemplos:
Y ={#Q¢&} ASIM(##) =0 ASIM(#Q) =1

ASIM(#QQ#) =0 ASIM(#QQ&&#) = 1
ASIM(Q&##) =0 ASIM(#QH#Q#Q) =1

c. Usando el ERP adecuado, defina la funcion DARR : Y5 — Pot(X x ¥) de forma que
DARR(w) = Ry. !

d. Pruebe que:

LARGO(w)

(Vw € Tp)(—

> [DARR(w)])

donde LARGO es la funcién usual sobre X*.

1 Pot(C) denota al conjunto potencia de C.



Instituto de Computacién

Bosquejo de solucién

a. Se define la funcion ESTA siguiendo el ERP para X}.

ESTA(ab,x,y) =a=xy b=y
ESTA (abw, z,y) = si a =  y b = y entonces 1 sino ESTA(w, z, y)

b. Se define la funcion ASIM siguiendo el ERP para ¥F.

ASIM(ab) = si a # b entonces 1 sino 0
ASIM(abw) = si a # by ESTA(w, b, a) = 0 entonces ASIM(w) sino 0

c. Se define la funcion DARR siguiendo el ERP para .

DARR(ab) = {(a,b)}
DARR(abw) = {(a,b)} U DARR(w)

d. Quiero probar (Vw € X})P(w) para la propiedad

_ LARGO(w)

Pw) : 5

> |DARR(w))].

La prueba sigue el PIP para X}.

Paso Base
T) P(ab)

Dem.
IDARR(ab)|

_ LARGO(ab) > [DARR(ab)|

— (Definicién de DarR)

[{(a;b)}]

= (Definicién de |])

1

= (Aritmética)

2/2

= (Definicién de LARGO)

LARGO(ab)

2
0J

Paso Inductivo
H) P(w) = %0(“’) > |DARR(w)|

LARGO(abw)

T) P(abw) = > |DARR(abw)|
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Dem.

LARGO(abw)
2

— (Definicion de LARGO (2 veces))

2 + LARGO(w)
2

= (Aritmética)

LARGO(w)
2

> (Hipétesis inductiva)

1+

1+ |DARR (w)]

> (Definicién de ||)
{(a,b)} UDARR (w)|
= (Definicién de DARR)

|IDARR (abw)|
OJ

Ejercicio 2 (25 puntos)

Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas para cualquier ¢, ¥ € PROP
y I' C PROP, justificando en cada caso.

L Fo=E

F o= e
TEep=VACDAEy
CEFevyeEYV=FY

/Ao T o

Bosquejo de solucién

a. [ o =F -y
FALSO
Sea ¢ = po, hay que ver = ¢ y = —p.
~ v
< (def. }£)

(Fv : valuacion)v(p) = 0 )
Sea v tal que v(pg) =0y v(p;) =1 (Vi > 0)

'

< (def. }£)

(Fv : valuacion)v(—p) = 0

Sea v tal que v(p;) = 1 (Vi € N)
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b. o= -
VERDADERO
Supongo = ¢ y voy a probar = -
=
& (def. )

(Vv : valuacion)v(p) = 1
< (def. valuacion)

(Vv : valuacion)v(—p) = 0
=

(v : valuacion)v(—p) = 0
& (det. )

~ —p

c TEp=VACDAEp
FALSO

Sea I' = {po} vy ¥ = po. )
Hay que probar {po} = po v (3A C {po})A F~ po

{po} E po

& (def. |5)
(Vv : valuacion)v(py) =1 = v(pg) =1
Se cumple porque ambos lados de la implicacién son iguales

(3A S {po})A £ po i
Sea A = {} y v : valuacion tal que v(p;) = 0(Vi)

= (def. }£)

F’épo

d FeyokEv=F¢
VERDADERO

Supongo = ¢ y ¢ = ¢ y voy a probar = ¢
=1 & (et =) (Vo valuacion)v(ip) = 1

Sea v una valuacion arbitraria, hay que probar v(¢)) = 1

): @( por hip.)
= (def. )

v(p) =1
=> (por hip. ¢ =)

v(y) =1

Ejercicio 3 (25 puntos)
Construya derivaciones que justifiquen los siguientes juicios:

a. F (Vo)-P(z,xz) = —(32)(Fy)(P(z,y) A 2="y)
b. (Vz)(Vy)(P(z,y) = ~P(y,z)) b (Va)(Vy)(P(z,y) A Py, z) = 2="y)

En ningin caso son aceptables justificaciones basadas en consideraciones semanticas.
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Bosquejo de solucién

a. = (Vo)=P(z,xz) —» =(32)(Jy) (P(z,y) A z="y)

FExamen

[P(z,y) A z="y]! 5 [P(z,y) Az="y]!

(vo)~P,2)* ="y " Pey 0
—P(y,y) B (x3) P(y,y) 5 Bra(+1)
[(By)(P(z,y) Az="y)]? 1 -
. . )3 E3(x2)(1)
[(3)(3y) (P(z,y) A x="y)] 1 Ba(+4)(2)
L 1-(3)
—(3)(3y) (P(z, y) A z="y) I

(V)P 2) = —~(32)(39) (P(x,y) A 2="y)

(x1) z,y son libres para z en P(z,y).
(42) y & FV({ L, (v2)~P(z,2)}).
(*3) y libre para x en —~P(x, z)

(x4) & FV({ L, (Vz)=P(z,x)}).

b. (Vz)(Vy)(P(z,y) — ~P(y,x)) b (Va)(Vy)(P(z,y) A Py, x) — 2="y)
(Va)(Vy)(P(z,y) — —~P(y,x))

(Vy)(P(x,y) = ~P(y,x))
P(x,y) = =Py, )

Ev(*l)
Ev<>k2)

—|P(y, ,I’)

7 Ey
=Y

P(z,y) AN P(y,x) — ="y
(Vy)(P(z,y) A P(y,z) — x="y
(V) (Vy) (P(z,y) A P(y,z) — 2="y)

1,(1)
Iy(*3)
Iy (x4)

(x1) x libre para = en cualquier formula.

(*2) y libre para y en cualquier formula.
(x3) y & FV((V2)(Vy)(P(z,y) = ~P(y, )))
(x4) @ & FV((Va)(Vy)(P(z,y) = ~P(y,z))).

Ejercicio 4 (25 puntos)

Considere un lenguaje de primer orden con igualdad de tipo de similaridad (2;
simbolo P para el predicado, y las siguientes férmulas.

a = (Vo) (Vy)(P(z,y) — —P(y,x))
B = (Y)(Vy)(P(z,y) A P(y,z) — 2="y)

Indique si las siguientes frases son verdaderas. Justifique su respuesta.:
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a. Mod(a) C Mod([5).

b. Mod(53) C Mod(«)

c. Mod(a)) N Mod(8) = 0.

d. Mod({«, (Vz)P(x,x)}) =10
e. CoNs(p)

es una teoria consistente.

Bosquejo de solucién

FExamen

a. Verdadera. En el ejercicio 3 hemos probado que a F (3, y por correccién tenemos que
a |= [. Sea una estructura M arbitraria tal que M = «. Luego, como « = (3, tenemos que
M = 3. Por lo tanto, Mod(«) C Mod(f).

b. Falsa.

Debemos proporcionar una estructura M tal que M =  pero M - «.

Sea M = ({o},{(e,0)})

M5

< (2.4.5)

(Va € {o})M = (Vy)(P(a,y) A P(y,a) — a="y)

< (def. conj.)

M= (Vy)(P(s,y) A P(y,e) — o='y)
& (2.4.5)

(Vb € {@})M = P(e,b) A P(b,®) — e='b

< (def. conj.)

M = P(e,0) A\ P(s,8) — o='s

& (2.4.5)

M= P(e,8) A P(s,8) = M = e="e

esto se cumple, al ser el consecuente verdadero.

M a
& (2.4.5)

(Ja € {o}) M [~ (Vy)(P(a,y) — ~P(y,a))

< (def. conj.)

M E (Vy)(P(s,y) = ~P(y,e))

& (2.4.5)

(b € {o})M [~ P(s,b) — —P(b,9)
< (def. conj.)

M £ P(s,8) — —P(s,8)

< (2.4.5)

M ):P(iai) yM l#_'P(;’;)

< (2.4.5)

M P(s,8)y M P(s,9)

lo cual se cumple trivialmente

c. Falsa. Por la parte a sabemos que Mod(«) € Mod(f3). Por lo tanto, Mod(a) N Mod(5) =
Mod(«). Alcanza entonces con probar que « tiene modelo.
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Sea M = ({e},0)

MEa

& (24.5)

(Fa € ()M E (%9)(P(a,y) = ~P(y,))
< (def. conj.)

M = (Vy)(P(s,y) = ~P(y,s))

< (2.4.5)

(Vb € {e})M = P(e,b) — —P(b,s)
< (def. conj.)

M = P(s,8) — —P(e,0)

& (2.4.5)

ME P(s,3) = M | ~P(s.9)

lo cual se cumple, ya que el antecedente es falso.

d. Verdadera. El conjunto es inconsistente, por lo que no tiene modelo:

(V) (Vy) (P2, y) = =Py, x))

(Vy)(P(z,y) — ~P(y,z)) Eﬁ\:;d) (va) P(z, ) EV(x1)
P(z,z) — —~P(z, ) Pz, x) [o (va) Pz, z) EV(x1)
ﬁP(I’,.ZU) P(I’,x) Eﬁ

L

(x1) x libre para x en cualquier férmula.

(%2) x libre para y en P(z,y) — = P(y,x).

e. Verdadera.
CONS(f) es teoria por ser un CONS.

También es consistente, ya que la estructura de la parte b modela g y por lo tanto modela

CONs().

5 de Diciembre de 2017 7



