Examen de Logica
6 de diciembre de 2016

Indicaciones generales

= Apagar los celulares.

= La duracién del examen es de tres (3) horas.

= En esta prueba no se permite consultar material alguno.
= Puntaje: 100 puntos.

= Toda respuesta debe estar fundamentada. Pueden usarse los resultados que aparecen en el texto del curso, en esos casos debe describirse
con precisiéon el enunciado que se utiliza.

= Numerar todas las hojas e incluir en cada una su nombre y cédula de identidad, utilizar las hojas de un solo lado, escribir con lapiz, iniciar
cada ejercicio en hoja nueva y poner en la primera hoja la cantidad de hojas entregadas.

Ejercicio 1(25 puntos)
Sea el alfabeto ¥ = {e, #,0}

Parte 1

Defina siguiendo el ERP la funcion cant : ¥* x> — N tal que cant(w, x) devuelve la cantidad

de ocurrencias del simbolo x en w. Por ejemplo: cant(e, ®) = cant(e,0) = 0, cant(e# o #e,e) =
2, cant(e#t o #e 0) =1

Parte 2
Considere las siguientes reglas de construccion de elementos:
1. ;o€ L

2. Siw € L, entonces eHw € L

3. Siw € L, entonces o# o #w € L

Considere los siguientes lenguajes:

L, 5 definido inductivamente por las reglas 1 y 2.

L, 3 definido inductivamente por las reglas 1y 3.

L1 2.3 definido inductivamente por las reglas 1 y 2y 3.

L5 3 definido inductivamente por las reglas 2 y 3.

Observar que Ly, L13,L123,L23 C 3* vy que se cumple (Vw € L 9)cant(w, o) = 1.

a. Demuestre que: (Vw € £;3)(In € N)cant(w,#) =2xn
b. Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique su respuesta:

I. El lenguaje £; 2 esté incluido en el lenguaje £ 9 3.
11. El lenguaje £ 3 estd incluido en el lenguaje L 3.
11I. El lenguaje £ 23 esta incluido en el lenguaje L 5.
1v. El lenguaje £ 23 estd incluido en el lenguaje £ U Ly 3.

c. En caso de ser posible, defina las siguientes funciones siguiendo el ERP, demostrando que se
cumple la propiedad pedida o justificando por qué no se puede definir:

L f: Lo — L3 tal que cant(w,#) = cant(f(w), #).
1. g: L2 — L1235 tal que cant(w, #) = cant(g(w), #).
1L k: L3 — L1 tal que cant(w, #) = cant(k(w), #)
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Bosquejo de solucién
Sea el alfabeto ¥ = {e, #,0}

Parte 1

Defina siguiendo el ERP la funcion cant : ¥*x ¥ — N tal que cant(w, ) devuelve la cantidad
de ocurrencias del simbolo x en w. Por ejemplo: cant(e, ) = cant(g,0) = 0, cant(e# o #e, o) =
2, cant(e#t o #e 0) =1

cant : X* x ¥ — N
cant(e,a) =0
cant(bw,a) = si a = b entonces 1 + cant(w, a) sino cant(w, a)

Parte 2
Considere las siguientes reglas de construccion de elementos:
1. 0o c L
2. Siw € L, entonces eHw € L

3. Siw € L, entonces o# o #w € L

Considere los siguientes lenguajes:

L, 2 definido inductivamente por las reglas 1y 2.

L, 3 definido inductivamente por las reglas 1 y 3.

L4 2.3 definido inductivamente por las reglas 1 y 2 y 3.

L5 3 definido inductivamente por las reglas 2 y 3.

Observar que Ly, L13,L123,L23 C 2 y que se cumple (Vw € L4 9)cant(w, o) = 1.

a. Demuestre que: (Vw € £,3)(In € N)cant(w,#) =2xn
Se demuestra usndo el PIP para £, 3.

P(w) = (3n € N)cant(w,#) =2*n

Paso Base
T) (In € N)cant(eo, #) =2 xn
Dem
cant(®0, #) =(det. cant) CANE(0, #) =(def. cant) CaNt(e, #) =(def. cant) 0 = 2 % 0
Paso Inductivo
H) (3n € N)cant(w, #) =2*n
T) (In € N)cant(e# o #w, #) =2 n
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Dem
Sea nq tal que cant(w,#) = 2 x ny (n; existe por hipotesis inductiva).

Cant(.# #w #) —(def. cant) CCLTLt(# #w #) (def. cant)

1 + cant(O#w #) (def. cant)

1+ ccmt(#w #) —(def. cant) 1+1+ cant(w #) (hipotesis inductiva)
24+2%n;=2%(n;+1)

Por lo demostrado en el paso base, paso inductivo y el PIP para £, 3 se puede afirmar
que: (Yw € L43)(3n € N)cant(w,#) =2xn

b. Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique su respuesta:

1.

IT.

III.

Iv.

El lenguaje £, o esta incluido en el lenguaje £, 235. VERDADERA

Las reglas que definen £, 5 estan incluidas en las reglas que definen £, 5 3. Por lo tanto
todos los elementos que se pueden construir aplicando las reglas de £, 5 también se
pueden construir en £; 23 (misma secuencia de formacion).

El lenguaje £, 3 estd incluido en el lenguaje Lo3. FALSA
oo € L3 (por aplicacion de la regla 1) = L1 3 # ()

En las reglas que definen £ 3 no hay regla base = Lo3 =0
por lo tanto £ Z L.

El lenguaje £, 23 esta incluido en el lenguaje £, 5. FALSA
o/ o0F# eF# e0 c Ly,3 (por aplicacion de las reglas 1,2.3)

Cant(.# # # ®0 O) (def. cant) 2 3& 1.

Por lo tanto e# o # e # e o & L, 5 ya que no cumple la propiedad dada para todos los
elementos de L 5.

El lenguaje £, 23 esta incluido en el lenguaje £, U Ly 3. FALSA

Por lo visto en la parte bIIl: e# o # e# eo & L,

cant(e# o 4 o # 00, 4) = (et cany 3 POT 10 tanto e o # e # @0 & L1 5 va que no cumple
la propiedad demostrada en la parte a.

Entonces e# o # e# eo ¢ L£15U L3 pero e# o # e # eo € L1 53 (parte bIlI) entonces
Lioz L LioULyg

c. En caso de ser posible, defina las siguientes funciones siguiendo el ERP, demostrando que se
cumple la propiedad pedida o justificando por qué no se puede definir:

L f: Lo — L3 tal que cant(w,#) = cant(f(w),#). No es posible.

II.

II1.

e/ o0 € Ly, cant(e# eo,#) =1 no es par y no hay un elemento de £; 3 con la misma
cantidad de # (ver propiedad demostrada en a).

g: L1 — L123 tal que cant(w,#) = cant(g(w), #). Si es posible.
g=1d

Por lo demostrado en la parte bi, (Vw € L 9)w € L1293

La funcién identidad mantiene la cantidad de simbolos.

k:Ly3— L1 tal que cant(w,#) = cant(k(w), #) St es posible
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k- 5173 — 5172
k(e0) = @0
k(o# o #w) = o# e #k(w)
Se debe probar que:
L] (9w € £173)]{?(’LU) € ,Cl,g
w (Yw € Ly 3)cant(w, #) = cant(k(w), #)

Estas demostraciones se realizan usando el PIP para £ 3

(Vw € L13)k(w) € L1
P(w) = k(w) € L1
Paso Base
T) k(eo) € L1
Dem

]{3(.0) :(def.k) [ o}
oo € Ly (por regla 1).

Paso Inductivo
H) k(w) € Ly
T) k(e# o #w) € L1
Dem

k(o# o #w) =(qcrk) o# ® #k(w)

Por hipétesis inductiva k(w) € L4 2
o#k(w) € L1 (aplicacion regla 2 al elemento anterior)
o# o #k(w) € L1, (aplicacion regla 2 al elemento anterior)

Por lo tanto k(e# o #w) € L5

Por lo demostrado en el paso base, paso inductivo y por aplicacion del PIP para £ 3 se
cumple (Yw € L4 3)k(w) € Ly 2.

(Yw € Ly 3)cant(w,#) = cant(k(w), #)
P(w) = cant(w, #) = cant(k(w), #)
Paso Base

T) cant(eo,#) = cant(k(eo), #)

Dem

CCLTLt(k(.O), #) — (def.cant) Cant(.oa #)
Paso Inductivo
H) cant(w,#) = cant(k(w), #)
T) cant(e# o #w,#) = cant(k(e# o #w), #)
Dem

cant(k(e# o #w), #) =(aet1) cant(e# @ #k(w), #) = (det.cant)
2+ CCLTLt(k’( ) #) — (hipotesis inductiva) 2+ CCLTLt(UJ, #) (def.cant)
cant(e# o #w, #)

Por lo demostrado en el paso base, paso inductivo y por aplicaciéon del PIP para £, 3 se

cumple (Vw € Ly 3)cant(w, #) = cant(k(w), #).
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FExamen

Ejercicio 2 (25 puntos)

Considere un lenguaje de primer orden con tipo de similaridad (1, 1; 2, 2; 0), con dos simbolos
de predicado P; v P, y dos simbolos de funciéon f; y fo.

Sean las formulas:

= 1 = (Voy) (Vo) (Pr(21) A Pr(ze) — Pi(fi(21,22)))
» oy = (V1) (P2(fo(r1, 22)) = Pa(fi(21,72)))

Sea la estructura: M; = (PROP, PROP — CONT, PROP — TAUT, F, F\/), donde

= PROP es el conjunto de todas las férmulas proposicionales.

» TAUT = {oa € PROP | (Vv :Val) v(a) =1}

= CONT = {a € PROP | (Vv :Val) v(a) =0}

» Falo,8) = (aNp)y Fy(a,B) = (aV ) para todo o'y 5 de PROP.

a. Determine si M = ;. Justifique.

b. Determine si M; = . Justifique.

c. Determine si existe una estructura My = (B, Ay, Ay, F, G), del tipo de similaridad adecuado,

tal que:

« B=1{0,1}

u @CA1CB,®CA2CB

" MQ’:SOIYMQ):‘PQ-

Justifique su respuesta.

Bosquejo de solucién

My = (V1) (Vo) (Pr(21) A Pr(n2) — Pi(fi(er,72)))

< (2.4.5 y sustitucién)

(Ya € PROP)(Vb € PROP)
& (245)

(Va € PROP)(Vb € PROP)
<~ (245)

(Ya € PROP)(Vb € PROP)
< (definicién de =)

(Ya € PROP)(Vb € PROP)

< (diferencia de conjuntos )

(Va € PROP)(Vb € PROP) :

: Mi | Pi(a) A Pub) = Pu(fi(a,b)))
: My | Pi(a) A Py(b) = M, = Pi(fi(a,b))
D My Pi(a) y My = Pi(b) = M, = Pi(fi(a,b))

. a € (PROP — CONT) y b € (PROP — CONT) = (a A b) € (PROP — CONT)

a ¢ CONT y b ¢ CONT = (a Ab) & CONT

Probaremos que la ultima sentencia no se cumple. Las proposiciones p; y —p; no son
contradicciones. Sin embargo, su conjunction (p; A —p;) sf es una contradiccion. Por lo tanto

Ml l?é (pl.
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M | (Vo) (Pa(fa(21, 72)) — Pa(fi(21,22)))
& (def. de = )

M k= (Va2) (Vo) (Pa(fa(21, 2)) = Pa(fi(21, 22)))

< (2.4.5 y sustitucion)

(Vb € PROP)(Va € PROP) : M, = Pa(f2(a, b)) — Py(fi(a,b))

< (2.45)

(Ya € PROP)(Vb € PROP) : M, |= Py(fa(a, b)) = M, = Py(fi(a,b))

< (definicién de =)

(Ya € PROP)(Vb € PROP) : (aV b) € (PROP — TAUT) = (a A b) € (PROP — TAUT)
< (diferencia de conjuntos )

(Va € PROP)(Vb € PROP) : (aVb) € TAUT = (a Ab) & TAUT
Probaremos que la tultima sentencia se cumple.

Si (a V b) no es una tautologia, entonces existe una valuacion v tal que v(a V b) = 0. Esto
solo ocurre si v(a) = 0y v(b) = 0. Por lo tanto, v((a A b)) = 0 lo que prueba que (a A b) no
es una tautologia.

Hemos probado que M = ¢
c. Siguiendo el mismo desarrollo que en las partes anteriores, concluimos que:
s MiEp & (VaeB)(VOEB) : ac Ay ybe A = F(a,b) € A
s My Epy & (YVaeB)(VbeB) : G(a,b) € Ay = Fla,b) € Ay

Definimos:
= A= {0}
= Ay = {1}

» F(a,b) =G(a,b) =axb

Sia€ Ajybe Ay entoncesa=b=0y F(a,b) =axb=0¢€ A;. Luego M; = ;.

Como F'y G son la misma funcion se verifica trivialmente que G(a, b) € Ay = F(a,b) € As.
Por lo tanto: M = ps.

Ejercicio 3 (25 puntos)
Construya derivaciones que justifiquen los siguientes juicios:

a. (Vo)(vy)((f(x) ="y A=P(y)) = ~P(2)) F (Vo)(P(x) = P(f(2)))
b. (Vo)(P(x) = (Fy)-~z ="y), (Vo)(P(z) = (Vy) f(x) ="y), (Vo) P(x) - L

En ningtn caso son aceptables justificaciones basadas en consideraciones semanticas.

Bosquejo de soluciéon
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a.
RI1 (Vo) (V) ((f(z) ="y A=P(y)) = ~P()) o
f(x) =" f(x) CPUEE - (W)((f@) =y A=Py) = 2P) "
fx) =" f(a) NP (f(x)) (f(z) =" f(2) AP (f(2))) = =P(z) -
~P() (G
J_ —_
P
—(1
Pl = PUG) Y,
(Vo) (P(z) = P(f(x)))
#1 2 no ocurre libre en (Vz)(Vy)((f(z) =" y A =P(y)) — =P(x)).
*? f(z) esta libre para y en (f(z) ="y A =P(y)) — —P(x).
#3 x esté libre para x en (Vy)(f(z) ="y A =P(y)) — —P(x).
(V) P(x) e (Vo) (P(z) = (Vy)f(z) ="y) Javr
P(x) Plr) = (Vy)f(x) ="y
(Vz)P(z) . (Vo)(P(z) = (Fy)z="y) . vy)f(=) ="y . E=
PU@) 7 PU@) — @) =y 7 @) = ) f@ =y
. By)~f(x) ="y L pga h
. 1 !

#1 y no ocurre libre en (Vz)P(z), en (Vz)(P(z) = (Vy)(f(z) =" y) nien L.
*2 f(x) esté libre para x en P(x).
*3 f(x) esté libre para x en P(z) — (Jy)—x =" v.

4

x* 1 esta libre para z en P(x).

5

x> y estd libre para y en f(z) = y.

x5 1 esta libre para z en P(z) — (Vy)f(z) ='y.

Ejercicio 4 (25 puntos)

Sea un lenguaje de primer orden con tipo de similaridad (1, 1; —; 0) con simbolos de predicado

Py Qv a=3u(Pla) V Q)
Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique:
a. CONS(a) es consistente.
b. CONS(«) es consistente maximal.
c. Sea A = CONS(«a)—{a}. Existe un conjunto consistente maximal I" tal que A CT'y o ¢ T.

Bosquejo de solucién

a. CONS(a) es consistente.
Verdadero. Sea la estructura M = (N, Par, > 6) Considere el 0. Es natural y par, con lo
que es un testigo para = en a. De esta forma,se sabe que M = «,por lo que M = CONS(«)
(Resultado del practico).
Como CON S(«) tiene al menos un modelo, por la condiciéon suficiente de consistencia, tiene
que ser consistente.
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b. CONS(«) es consistente maximal.
Falso. Considere la formula f = Jz(-P(x)) y la estructura M’ = (N,N, > 6). Usando el
mismo testigo que en la parte a, se puede ver que M’ |= «a.
Por otro lado, M’ |~ 3 dado que no hay ningtin natural que no sea natural . De esta forma,
se prueba que 8 ¢ CONS(a) dado que encontramos un modelo de a que no es modelo de

S.

Ademas, dado que existen naturales que no son pares, M |= 8y por la parte a se sabe que
M = CONS(«). Por estos dos motivos, CONS(«a) U {5} es consistente, lo que viola la
definicion de consistencia maximal para CONS(«).

c. Sea A = CONS(a)—{a}. Existe un conjunto consistente maximal I' tal que A CT'y o ¢ T

Falso. Suponemos I' que cumpla

= [ es consistente maximal
« ACT
s gl
Observamos que se cumple:
» (=) eq a ya que para toda estructura M se cumple que vM(==a) = 1 —vM(=a) =
1—(1—vM(a)) =vM(a)

» a | ——a ya que todo modelo de « lo es también de =—a. Por lo tanto, por completitud
a F ——a y entonces: = € Cons(a).

» -« € I' puesto que ——a es distinto de « y pertenece Cons(«)
Como I' es consistente, existe M del tipo adecuado tal que: M = I'. Entonces M = -«
ya que =—a € I'. Se concluye que M = a por ser equivalente a ~—av.

Luego, M |=T'U{a} lo que prueba que I'U{a} es consistente contradiciendo la consistencia
maximal de I.
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