
Ejeriio 1

1. Las singularidades se dan en los omplejos de la forma z = kπ on k ∈ Z.

Para z = 0 se umple que

ĺım
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z2

zsen(z)
= ĺım

z→0

z

sen(z)
= 1.

Lo que implia que es un polo de orden dos.

Para hallar el residuo tenemos que hallar el siguiente límite:
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·

Apliando L'Hopital se tiene que
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sen(z)2
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sen(z)z

2sen(z)cos(z)
= ĺım

z→0

z
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Para z = kπ on k 6= 0, se umple
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kπ
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6= 0·

Entones, es un polo de orden uno y el residuo es

1
kπ

1
(−1)k

·

Por el Teorema de los residuos, se tiene que

∫

|z|=4

dz

zsen(z)
= 2πi(C1(0) + C1(π) + C1(−π)) = 0 +
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= 0.

Ejeriio 2 Para alular

∫ +∞
0

1
(x2+a2)2 onsideramos f : C\{ai,−ai} → C tal que f(z) = 1

(z2+a2)2 .

Consideramos la urva γR : [−R,R] → C dada por γR(t) = t, y sea SR una parametrizaión de la

semiirunferenia de radio R omo se muestra en la �gura 1
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Sea αR = γR + SR la urva onatenaión de las anteriores. Como la funión es meromorfa on

polos en z = ai y z = −ai, por el Teorema de los residuos se tiene

∫

αR

f(z)dz = 2πi indαR
(ai)Res(f, ai) ∀R > a.

Estudiemos el polo en z = ai. Como f(z) = 1
(z+ai)2(z−ai)2 es muy laro que en z = ai se tiene un

polo de orden 2. En efeto,

ĺım
z→ai

(z − ai)2f(z) =
1

(2ai)2
6= 0.

Ahora omo el polo es de orden 2, entones

Res(f, ai) = ĺım
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(
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)
′
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=

−2

(2ai)3
=

−i

4a3
·

Entones

∫
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f(z)dz =
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R

−R
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(x2 + a2)2
+

∫
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dz

(z2 + a2)2
= 2πi
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=

π
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∀ R > a

Como ĺımz→∞ zf(z) = 0 entones por el lema de deformaión de aminos se tiene ĺımR→+∞

∫

SR
f(z)dz =

0. Por lo tanto tomando límite en la expresión anterior se tiene
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dx = ĺım
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·

Como el integrando es una funión par se tiene
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0

1

(x2 + a2)2
dx =

π

4a3
·

Ejeriio 3 Ver las notas del urso.
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