Ejercicio 1

1. Las singularidades se dan en los complejos de la forma z = kx con k € Z.

= Para z = 0 se cumple que

22 z

lim = lim =1
z—0 zsen(z)  2—0 sen(z)

Lo que implica que es un polo de orden dos.
Para hallar el residuo tenemos que hallar el siguiente limite:

i 2 (2 ) Sy & (2 = gy 5E) —cos(2)z.
250 0z \ zsen(z) ) 2=00z \sen(z) )  2—0 sen(z)?

Aplicando L’Hopital se tiene que

lm sen(z) — cos(z)z  Ym sen(z)z Cm
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= Para z = km con k # 0, se cumple

i z—km 1 .,  z—kmw UHopital 1 ” 1 1 1 20
im ——— = — lim = — lim = — .
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Entonces, es un polo de orden uno y el residuo es %ﬁ
= Por el Teorema de los residuos, se tiene que
dz 1 1 1 1
=2mi(C1(0) + Ci(7) + C1(—7)) =0+ —— + ——— = 0.
/|Z|:4 zsen(z) (-1 -7 (-1)"1
Ejercicio 2 Para calcular f0+°° m consideramos f : C\ {ai, —ai} — C tal que f(z) = m
Consideramos la curva g : [-R, R] — C dada por vg(t) = t, y sea Sk una parametrizacion de la
semicircunferencia de radio R como se muestra en la figura 1
Figura 1:
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Sea ar = vr + Sgr la curva concatenacion de las anteriores. Como la funcién es meromorfa con
polos en z = at y z = —ai, por el Teorema de los residuos se tiene

/ f(2)dz = 2mi indy, (ai)Res(f,ai) VR > a.

Estudiemos el polo en z = ai. Como f(z) = m es muy claro que en z = ai se tiene un

polo de orden 2. En efecto,

1
Ii — ai)? =—
Jim (= = a)"f () = gz 70
Ahora como el polo es de orden 2, entonces
’ -2 -2 —1
. , N2 .
Res(frai) = lim, (2~ ™) =l s = Gy ~ 18

Entonces
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Como lim,_,+ zf(z) = 0 entonces por el lema de deformacion de caminos se tiene limpg_, 4 oo fSR f(z)dz =
0. Por lo tanto tomando limite en la expresion anterior se tiene

/°° 1 J . R 1 J 7r
—— __dr= lim —  dr=—-
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Como el integrando es una funcién par se tiene

/+°° 1 T
=T
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Ejercicio 3 Ver las notas del curso.



