
Ejeriio 1

1. Para probar que f tiene todos sus eros en {z ∈ C : 1 ≤ |z| < 7
2} primero vemos que tiene

todos sus eros en {z ∈ C : |z| < 7
2}. Considerando f(z) = z6 y γ una irunferenia de radio

7
2 se tiene que

|P (z)−f(z)| = |−3z5+2z2+6| ≤ 3|z|5+2|z|2+6 = 3
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= |f(z)| ∀ z ∈ γ∗

donde la última desigualdad se sigue de que
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lo ual es evidente. Entones por el teorema de Rouhé la antidad de eros de f en el interior

de γ es igual a la antidad de eros de P en el interior de γ, por lo tanto P tiene 6 eros en

esa región y omo es un polinomio de grado 6 entones todas las raíes de P estan en la región.

Ahora veamos que P no tiene eros en {z ∈ C : |z| < 1}. Para esto observar que

|P (z)| ≥ 6− | − 3z5 + 2z2 + z6| ≥ 6− (3|z|5 + 2|z|2 + |z|6)

pero 3|z|5+2|z|2+ |z|6 es menor estrito a 6 si |z| < 1 y por lo tanto |P (z)| > 0. En onlusión

los eros de P se enuentran en {z ∈ C : 1 ≤ |z| < 7
2}.

2. Para probar que de heho P no tiene eros en {z ∈ C : |z| ≤ 1} hay que re�nar la desigualdad

triangular del razonamiento anterior, en efeto

|P (z)| = |z6 − 3z5 + 2z2 + 6| ≥ ||2z2 + 6| − |z6 − 3z5|| = ||2z2 + 6| − |z|5|z − 3||

Por un lado |2z2 +6| ≥ 6− |z|2 ≥ 4. Por otro |z|5|z− 3| ≤ 4 y es igual a 4 si y solo si z = −1,
pero para z = −1 se tiene |2z2 + 6| = 8 por lo tanto

|P (z)| ≥ ||2z2 + 6| − |z|5|z − 3|| = |2z2 + 6| − |z|5|z − 3| > 0

probando lo deseado.

3.

∫

|z|= 7

2

6z5 − 15z4 + 4z

z6 − 3z5 + 2z2 + 6
dz =

∫

|z|= 7

2

P ′

P
dz

Como P es una funión holomorfa sin eros en {z ∈ C : |z| = 7
2} entones por el prinipio del

argumento se tiene que

∫

|z|= 7

2

6z5 − 15z4 + 4z

z6 − 3z5 + 2z2 + 6
dz = 2πiNP = 12πi

donde NP es la antidad de eros en el interior de la urva que por la parte 1 es igual a 6.

Ejeriio 2

1. f no es meromorfa en C ya que hay una singularidad no aislada en z = 0.
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2. f si es meromorfa en Ω = C \ {0} ya que existe A ⊂ Ω, A = {z ∈ C : z = 1
kπ

, k ∈ Z} tal que:

i) A no aumula en Ω. Pues A omo subonjunto de C aumula en z = 0 pero 0 /∈ Ω.

ii) f ∈ H(Ω \A)

iii) Los puntos de A son polos de f ya que:

ĺım
z→ 1

kπ

1

sen(1
z
)
= ∞

y por supuesto, son singularidades aisladas, entones son polos.

3. Clasi�quemos los polos. Usando el desarrollo de Taylor en un ero de la funión g(z) = sen(z)
se tiene

g(z) = f ′(z0)(z − z0) + f (3)(z0)(z − z0)
3 + ... = f ′(z0)(z − z0) (1 + ...)

donde z0 = kπ, entones
g(z) = (−1)k(z − z0)ϕ(z)

on ϕ(z0) = 1. Entones
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)

= ĺım
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z
)
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(−1)kkπ( 1
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z
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Con esto es laro que on m = 1 el límite da �nito. En efeto
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=
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=
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Por lo tanto son polos de orden 1. También se puede alular el limite haiendo L�pital.

4. Como los polos son de orden 1, el residuo de los mismos es el valor del límite anterior

Res(f,
1

kπ
) =

(−1)(k+1)

(kπ)2

Ejeriio 3 Para alular

∫ +∞
0

1
(x2+1)3

onsideramos f : C → C tal que f(z) = 1
(z2+1)3

. Con-

sideramos la urva γR : [−R,R] → C dada por γ(t) = t, y sea SR una parametrizaión de la

semiirunferenia de radio R omo se muestra en la �gura 1

Sea αR = γR + SR la urva onatenaión de las anteriores. Como la funión es meromorfa on

polos en z = i y z = −i, por el teorema de los residuos se tiene

∫

αR

f(z)dz = 2πi indαR
(i)Res(f, i) ∀R > 1

Estudiemos el polo en z = i. Como f(z) = 1
(z+i)3(z−i)3

es muy laro que en z = i se tiene un polo

de orden 3. En efeto,

ĺım
z→i

(z − i)3f(z) =
1

(2i)3
6= 0

Ahora omo el polo es de orden 3, entones

Res(f, i) = ĺım
z→i

1

2
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)
′′

= ĺım
z→i

6
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= −
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Figura 1:
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Entones

∫

αR

f(z)dz =

∫

R

−R

1

(x2 + 1)3
dx+

∫

SR

f(z)dz =
6π

16
∀ R > 1

Como ĺımz→∞ zf(z) = 0 entones por el lema de deformaión de urvas se tiene ĺımR→+∞

∫

SR
f(z)dz =

0. Por lo tanto tomando límite en la expresión anterior se tiene

∫ ∞

−∞

1

(x2 + 1)3
dx = ĺım

R→+∞

∫

R

−R

1

(x2 + 1)3
dx =

6π

16

Como el integrando es una funión par se tiene

∫ +∞

0

1

(x2 + 1)3
dx =

3π

16

Ejeriio 4 Teório
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