Ejercicio 1

1. Para probar que f tiene todos sus ceros en {z € C: 1 < |z| < %} primero vemos que tiene

todos sus ceros en {z € C: 2| < £}. Considerando f(z) = 2° y v una circunferencia de radio

7 .
5 se tiene que

N (7 7\°
|P(2)—f(2)] = |-3254+22%46] < 3|2[°+2|2|*+6 = 3 <§> +2 <§> +6 < (§> =|f(2)] Vzeyx

donde la tltima desigualdad se sigue de que

1/7\° 7\?
—| = 2| = 6
2(2) ~2(2) +
lo cual es evidente. Entonces por el teorema de Rouché la cantidad de ceros de f en el interior

de ~ es igual a la cantidad de ceros de P en el interior de v, por lo tanto P tiene 6 ceros en
esa region y como es un polinomio de grado 6 entonces todas las raices de P estan en la region.

Ahora veamos que P no tiene ceros en {z € C: |z| < 1}. Para esto observar que
|P(2)| > 6 — | —32° +22% 4+ 25 > 6 — (3]2]° + 2|2* + |2|%)

pero 3|z]° +2|z|? +z|% es menor estricto a 6 si |z| < 1y por lo tanto |P(2)| > 0. En conclusién
los ceros de P se encuentran en {z € C:1 < |z| < I}.

2. Para probar que de hecho P no tiene ceros en {z € C: |z| < 1} hay que refinar la desigualdad
triangular del razonamiento anterior, en efecto

|P(2)] = 12° = 32° + 227 + 6] > [122% + 6] — |2° = 32°|| = [122° + 6] — |2]°|2 - 3]]

Por un lado 222 4+ 6] > 6 — |2|> > 4. Por otro |z|?|z — 3| < 4 y es igual a 4 si y solo si z = —1,
pero para z = —1 se tiene [22? + 6| = 8 por lo tanto

IP(2)| > (122 + 6] — 2]z = 3]| = |22 + 6] — 2|z — 3] > 0

probando lo deseado.

62° — 152% + 42 P
dz = —dz
26— 325422246 P
|z|=1 |2|=%

Como P es una funcién holomorfa sin ceros en {z € C : [2| = 2} entonces por el principio del
argumento se tiene que

/ 62° — 1524 + 42
26— 325422246

213

dz = 2miNp = 1271

donde Np es la cantidad de ceros en el interior de la curva que por la parte 1 es igual a 6.
Ejercicio 2

1. f no es meromorfa en C ya que hay una singularidad no aislada en z = 0.



2. f si es meromorfa en Q = C\ {0} ya que existe ACQ, A={2€C:z= L, keZ} tal que:
1) A no acumula en €. Pues A como subconjunto de C acumula en z = 0 pero 0 ¢ Q.
n) fe HQ\A)
111) Los puntos de A son polos de f ya que:
1

lim =00
zﬁﬁ Sen(%)

y por supuesto, son singularidades aisladas, entonces son polos.

3. Clasifiquemos los polos. Usando el desarrollo de Taylor en un cero de la funcion ¢g(z) = sen(z)
se tiene

9(2) = f'(20)(z — 20) + F (20)(z — 20)* + ... = f'(20)(2 — 20) (1 + ...)

donde zy = km, entonces

con ¢(z9) = 1. Entonces

lim M = lim Eczl k‘ﬂ') - — lim kz(z lkﬂ') -
=k 9(3) st (FDRGE —Rme(R) sk (DM (5 = 2)e(3)
Con esto es claro que con m =1 el limite da finito. En efecto
1 k41
_ 1 1 —1)(k+1)
lim (2 k;7r) _ _ (-1)

o (CDRRT (s = 2)p(3) (FDRR)?0(z0)  (km)?

km

Por lo tanto son polos de orden 1. También se puede calcular el limite haciendo Lépital.

4. Como los polos son de orden 1, el residuo de los mismos es el valor del limite anterior

1 (_1)(l€+1)
R —)=—
es(f? kﬂ') (kﬂ')2
Ejercicio 3 Para calcular f0+oo m consideramos f : C — C tal que f(z) = m Con-
sideramos la curva yg : [-R, R] — C dada por v(t) = t, y sea Sp una parametrizacion de la

semicircunferencia de radio R como se muestra en la figura 1

Sea ap = + Sk la curva concatenacion de las anteriores. Como la funciéon es meromorfa con
R R R

polos en z =7y z = —i, por el teorema de los residuos se tiene

/ f(2)dz = 2mi indqy, (1) Res(f,i) VR >1

Estudiemos el polo en z = i. Como f(z) = m es muy claro que en z = ¢ se tiene un polo

de orden 3. En efecto,
1
lim(z —i)3f(2) = #0

Ahora como el polo es de orden 3, entonces

1" 6 3

et =l (=16 = i =



Figura 1:

Entonces

oo 6
LRf(z)dz:/Rmdx+ SRf(z)dz:1—6VR>1

Como lim,_,~ zf(z) = 0 entonces por el lema de deformacion de curvas se tiene limp_, 1 oo fSR f(z)dz =
0. Por lo tanto tomando limite en la expresiéon anterior se tiene

o0 1 ) R 1 67
oo (@2 4+1) R—+oo J_p (22 +1) 16

Como el integrando es una funcién par se tiene

/+°° 1 3
=1

Ejercicio 4 Teoérico



