
Ejeriio 1

1. Para hallar una transformaión que lleve r en r basta on tomar tres puntos de la reta

y mandarlos en tres puntos de la reta. Al �jar la imagen de tres elementos distintos la

transformaión de Mobius queda determinada, y omo las transformaiones de Mobius llevan

retas y irunferenia en retas y irunferenias, no queda otra que T (r) = r. Si elejimos

T (0) = 0, y T (∞) = ∞ entones

T (z) = kz

on k 6= 0. Ahora hay dos opiones a seguir.

Observar que T (z) = kz �ja todas las retas por el origen y por lo tanto ya se umple

T (r) = r. Para lograr T (Π1) = Π2 basta on tomar T (i) = −i por lo tanto

T (z) = −z

La otra opión es mandar un terer punto de la reta a un punto de la reta. Para

esto se debe tener uidado de que T (Π1) = Π2. La forma de elegirlo es usando que las

transformaiones de Mobius preservan orientaión. Si tomamos una urva reorriendo

{0, 1 + i,∞} en ese orden, entones para mandar Π1 en Π2 la imágen de la urva debe

reorrer las imagenes {0, T (1 + i),∞} en la orientaión inversa. Para esto sirve tomar

T (1 + i) = −(1 + i) llegando a

T (z) = −z

2. No existe diha transformaión de Mobius. Como r y Ox se intersetan en 0 y en ∞ entones

T (r) = D y T (Ox) = Ox se intersetan en T (0) y en T (∞). Entones T (0) = 1 o T (0) = −1,
en ualquiera de los asos el angulo que se formaba en la interseión del 0, de π/4 termino en

una interseión de angulo π/2. Esto es absurdo ya que las transformaiones de Mobius son

onformes.

Ejeriio 2

1. f no es meromorfa en C ya que hay una singularidad no aislada en z = 0.

2. f si es meromorfa en Ω = C \ {0} ya que existe A ⊂ Ω, A = {z ∈ C : z = 1
kπ

, k ∈ Z} tal que:

i) A no aumula en Ω. Pues A omo subonjunto de C aumula en z = 0 pero 0 /∈ Ω.

ii) f ∈ H(Ω \A)

iii) Los puntos de A son polos de f ya que:

ĺım
z→

1

kπ

1

sen(1
z
)
= ∞

y por supuesto, son singularidades aisladas, entones son polos.

3. Clasi�quemos los polos. Usando el desarrollo de Taylor en un ero de la funión g(z) = sen(z)
se tiene

g(z) = f ′(z0)(z − z0) + f (3)(z0)(z − z0)
3 + ... = f ′(z0)(z − z0) (1 + ...)

donde z0 = kπ, entones
g(z) = (−1)k(z − z0)ϕ(z)

on ϕ(z0) = 1. Entones
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ĺım
z→

1

kπ

(z − 1
kπ

)m

g(1
z
)

= ĺım
z→

1

kπ

(z − 1
kπ

)m

(−1)k(1
z
− kπ)ϕ(1

z
)
= ĺım

z→
1

kπ

z(z − 1
kπ

)m

(−1)kkπ( 1
kπ

− z)ϕ(1
z
)

Con esto es laro que on m = 1 el límite da �nito. En efeto

ĺım
z→

1

kπ

z(z − 1
kπ

)

(−1)kkπ( 1
kπ

− z)ϕ(1
z
)
=

−1

(−1)k(kπ)2ϕ(z0)
=

(−1)(k+1)

(kπ)2

Por lo tanto son polos de orden 1. También se puede alular el limite haiendo L�pital.

4. Como los polos son de orden 1, el residuo de los mismos es el valor del límite anterior

Res(f,
1

kπ
) =

(−1)(k+1)

(kπ)2

Ejeriio 3 Para alular

∫ +∞

0
1

(x2+1)3 onsideramos f : C → C tal que f(z) = 1
(z2+1)3 . Con-

sideramos la urva γR : [−R,R] → C dada por γR(t) = t, y sea SR una parametrizaión de la

semiirunferenia de radio R omo se muestra en la �gura 1

Figura 1:
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Sea αR = γR + SR la urva onatenaión de las anteriores. Como la funión es meromorfa on

polos en z = i y z = −i, por el teorema de los residuos se tiene

∫

αR

f(z)dz = 2πi indαR
(i)Res(f, i) ∀R > 1

Estudiemos el polo en z = i. Como f(z) = 1
(z+i)3(z−i)3

es muy laro que en z = i se tiene un polo

de orden 3. En efeto,

ĺım
z→i

(z − i)3f(z) =
1

(2i)3
6= 0

Ahora omo el polo es de orden 3, entones

Res(f, i) = ĺım
z→i

1

2

(

(z − i)3f(z)
)
′′

= ĺım
z→i

6

(z + i)5
= −

3

16
i

Entones

∫

αR

f(z)dz =

∫

R

−R

1

(x2 + 1)3
dx+

∫

SR

f(z)dz =
6π

16
∀ R > 1
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Como ĺımz→∞ zf(z) = 0 entones por el lema de deformaión de urvas se tiene ĺımR→+∞

∫

SR
f(z)dz =

0. Por lo tanto tomando límite en la expresión anterior se tiene

∫

∞

−∞

1

(x2 + 1)3
dx = ĺım

R→+∞

∫

R

−R

1

(x2 + 1)3
dx =

6π

16

Como el integrando es una funión par se tiene

∫ +∞

0

1

(x2 + 1)3
dx =

3π

16

Ejeriio 4 Ver notas del urso.
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