Funciones de variable compleja
Examen, 19 de Febrero de 2018
Soluciéon

Ejercicio 1.

(a) Ver tedrico.

(b) Supongamos que ambas funciones son no nulas. Tomemos una de ellas, por ejemplo g. Como es
no nula, existe al menos un zg € € tal que g(zp) # 0. Como por hipdtesis g(zo)h(zg) = 0, resulta
que necesariamente h(zg) = 0. Ahora, este zg debe ser un cero aislado de h, ya que si fuese de
acumulacién, h serfa idénticamente nula por la parte (a). Por lo tanto, debe existir un entorno
de zp en el que h(z) # 0 salvo en zp. Tomemos ahora una sucesién {z,} en ese entorno tal que
zn — 20 (que no sea la sucesién constante zp). Como g(z,)h(z,) = 0y h(z,) # 0 para todo n,
resuqta 9(zn) = 0 para todo n. Pero z, — 20 Y g es continua (por ser holomorfa), por lo que

concluimos que g(zp) = 0, lo que es una contradiccién.

Ejercicio 2.

Llamemos I a la integral buscada, es decir:

Consideremos la funcién compleja

donde:
.Arg[_mﬂ-)(z)

Vz=+/|z]e! 2

V2 de forma meromorfa a todo el plano complejo menos la semirrecta

1+z2
{z € C:Re(z) <0, Im(z) =0}. Los polos de f en ese dominio estédn en =i.

Consideremos entonces la curva v de la figura:

Esta funcién extiende a

Im{z}

R Re{z}
Entonces, por el teorema de los residuos:
/ f(2)dz = 2miRes (f,1)
-

Como i es un polo simple de f:
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Entonces:

[yf(z) gz =me = T (14)

Ahora, la integral sobre v puede descomponerse como:
/f(z)dz: f(z)dz + f(z)dz—/f(z)dz+/ f(z)dz
v [r,R] Sk n Sy

Analicemos la integral sobre el segmento 7. El mismo puede ser parametrizado por z(t) = te?¥ con
t € [r, R]. Asi, tenemos que 2(t) = e y \/2(t) = \/fe%; la integral queda:

R \fte? R\t
dz= | ————eldt — —i | ——=dt
/nf(z) Tt YT 1t

Entonces, cuando R — +o0o y r — 0, la integral sobre n tiende a —¢I. Por otro lado, la integral el
segmento [r, R] converge a I, mientras que por el lema de deformacién de curvas las integrales sobre
Sgr v S, tienden a 0 independientemente del valor de 6. Entonces:

FZAr)=0+dI=1= "%

Este ejercicio también puede ser resuelto usando el cambio de variable u = /x. Por mds detalle
sobre esa resolucién, ver el Ejercicio 16.2.2 del capitulo 16 de las notas de Eleonora.

Ejercicio 3.
Llamemos f(z) = 32 + 723 — 2+ 2 y g(2) = 723. Entonces en el borde del disco D tenemos:

£(2) —g(2)| = 32" — 2+ 2] <3|2|* + 2] +2=6 < 7 = [g(2)]
Ademss, esto garantiza que f no tiene ceros en el borde del disco, ya que:

[f ) =1£(2) + 9(2) —9(2)| 2 llg(2) = [f(2) — g(2)]| > O

donde para la primera desigualdad se usé la propiedad |x —y| > ||z] — |y|| ¥ para la segunda se usé lo
demostrado mas arriba

Asi, por el teorema de Rouché, f tiene la misma cantidad de raices en D que g, es decir, 3. Como
f no tiene raices en el borde de D y es un polinomio de grado 4, concluimos que tiene una raiz en el
exterior de D.

Ejercicio 4.
Estudiemos las singularidades de las funciones involucradas:
» ¢ — 1 se anula si z = 2k7 con k € Z. Estos ceros son simples ya que:

) eiz -1 ) o )
Iim ——— = lim ¥ =1
z—2km z — 2km z—2kw
donde se usé L’Hopital en la primera igualdad.
= 2 tiene un cero simple en 0.

= sen z se anula en z = mm con m € Z. Estos ceros son simples ya que:

(z —mm)3 n (z — mm)? L
3! 5!

en un entorno de mm. Que los sumandos sumen o resten dependen de si m es par o impar.

senz = +(z —mm) +



z(e”* —1

Asi, ( 5 )
. Sen Z /7 . .

tiene un cero de orden 2) y polos de orden 1 en los multiplos pares de m (ya que el numerador tiene

tiene polos de orden 2 en los multiplos de impares de m (ya que el denominador

un cero de orden 1 y el denominador uno de orden 2). En z = 0 hay una singularidad evitable, ya que

el numerador tiene un cero de orden 2 y el denominador también.

Ejercicio 5.

Si llamamos Y'(s) a la transformada de Laplace de y, entonces usando las condiciones iniciales
tenemos que la transformada de ' es sY (s), la de y” es s2Y(s) y la de " es s?Y(s) — 2. Asi, la
ecuacién diferencial en el dominio de Laplace queda:

SY(s) = 2 — 2V (5) — sY(s) + Y (s) = % _ SiQ
donde se us6 que la transformada de ¢ es 1/s2.
Despejando Y (s) llegamos a:
2% 45—1
C s2(s3—s2—s5+1)
Observemos ahora que s3 —s? —s+1 = (s+1)(s—1)? y que 25> +s—1 = (s+1)(2s — 1). Entonces:
2s —1 1 1

YO = o " Gop 2

Como la transformada de ¢ es S%, usando la propiedad que se da en la letra concluimos que ﬁ es

Y (s)

la transformada de te!. Entonces llegamos a la solucién:

y(t) = te' —t



