Funciones de variable compleja
Examen, 19 de julio de 2017
Resolucion

Ejercicio 1.

(a) Si~(t) con t € [a,b] es una parametrizacién de la curva -, se define:

b b
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(b) Para z € D(0,1) definimos:

donde 7, es el segmento que une el 0 con el z. Probaremos que F' es primitiva de f, es decir
F'(z) = f(2) para todo z € D(0,1). Para ello, debemos probar que:

. F(z+h)-F(z)
i) h = /)

El numerador de ese cociente es:

F(z+h)—F(z)—/ f(w)dw—/ f(w) dw
Vz+h e

Si consideramos la curva 7 de la figura, entonces / f(w) dw = 0 porque 7 es cerrada.

Pero:
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donde § es el segmento que va de z a z + h. Entonces:

F(z+h)— /f

Parametrizando a ¢ como 6(t) = ht + z con t € [0, 1] tenemos:
1 1
F(z+h)—F(z) = / f(ht+ z)hdt = h/ f(ht+ z)dt
0 0
Si f(z) = u(z) + iv(z), entonces:

F(z+h)—F(2)=h (/01 u(ht + z) dt+i/01v(ht+z) dt) = h (u(hO; + z) + tv(hb2 + 2))
1



con 01, 02 € [0,1]. La dltima igualdad sale de usar el teorema de valor medio para integrales reales.
Ast:
lfm F(z+h) — F(z)
h—0 h

= lim (u(hfy + 2) +iv(hbs + 2)) = u(z) +iv(z) = f(2)

ya que u y v son continuas (porque f es holomorfa). Entonces f tiene primitiva en el disco.
(¢) Definamos la funcién g(z) = 22f(z). Entonces g € H(D(0,1) — {0}) porque f lo es. Ademés es
holomorfa en 0 ya que

h) — h2f(h
tim 90FR =90 e BTy = 0
h—0 h h—0 h—0

donde el 1iltimo limite es 0 porque f es continua. Asi, g es holomorfa en 0 y por lo tanto analitica.

Esto implica que existe un radio r tal que:
+oo
9(z) = Z an?" = ag + a1z + a2’ + ... para z € D(0,r)
n=0

Pero ¢(0) =0, ¢’(0) = 0, por lo que ap = a; = 0. Entonces

+o0
g9(z) = Z anz" = a2z’ + asz® + a2t + ...
n=2
Despejando de la definicién de g tenemos f(z) = @ si z # 0. Usando el desarrollo de g:
z
+o0
(1) f(z) = Z Uni22" = as + asz + asz® + ... para todo z # 0.
n=0
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Ademds, sabemos que ag = ) Calculando ¢”(0) resulta:

/ o 2 ¢/
0 i LOED =g 0) o 9nf )+ 12 ()
h—0 h h—0 h

=2£(0)

Entonces as = f(0), por lo que el desarrollo en series de potencias dado por (1) vale para todo
z € D(0,r), concluyendo que f es analitica en 0, y por lo tanto holomorfa.

Ejercicio 2.

Dividamos la curva - en tres curvas como en la figura:
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Entonces:
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Usando la férmula de Cauchy tenemos:
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dz = 27rz'§ = rie
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Y por lo tanto:

Ejercicio 3.

(a) La transformada de Laplace de f es:

“+o0o
F(p) = /0 Ft)e di

para los p en los que esa integral converge. Si existen M y « reales positivos que cumplen |f(¢)] <
Me“t, entonces:

+oo +o0 +00 400
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La ultima integral converge si Re(p) > a, por lo que la transformada de Laplace de f existe en
ese semiplano.

(b) Usando la definicién podemos calcular la transformada de e:

+o0 +o00 1
Ll (p) = / ele Pt dt = / U=t gt = 1 si Re(p) > 1
0 0 p—

eit 4 et
Para la transformada de cost, usamos que cost = — y por lo tanto:

Lleostl(p) = 5 (£1"](9) + £1e~](p))

Estas transformadas de pueden calcular de forma andloga a la de ef. Calculemos por ejemplo la

Cle)(p) = /O it gt = /0 () gy —

Razonando anédlogamente obtenemos:

Lle™")(p) =

de e':

1
- si Re(p) >0
p—1

1
si R >0
o s Relp)

-+ ) =
p—i pt+i p®+1

y entonces:

Llcost](p) =

N =
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(c) Sillamamos Y (p) a la transformada de Laplace de y(t), tenemos que:

Llyl(p) = pY(p) —y(0)=pY(p)
L' (p) = pLW1(p)—y'(0)=p*Y(p)—1
Sustituyendo en la ecuacién diferencial:
2 p+1 1 D
2Y(p)—1+Y(p)=—— =Y(p) = — _

Antitransformando tenemos que la solucién es:

y(t) = e — cost

Ejercicio 4.

T —ix
e

Usando que cosz = — tenemos:
+o00 1 +o00 ix +o00 —ix +o0 T
/ cos@) 4, 1 / edﬁ/ " g :/ " g
oo T2+ a? 2\ J_ o 72+a? oo T2+ a? oo T2+ a?
donde la tultima igualdad sale de hacer el cambio de variable v = —z en la segunda integral.

Si definimos la funcién compleja:

eiz eiz

1(z) = 22+a2  (z+4ia)(z—ia)

entonces: N
/ €oS(@) p— Jim F(2) dz

00 .CU2 + 012 R—+o00 [*R,R]

Consideremos la curva v de la figura:
Im{z}
~
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Entonces:
/ f(2)dz = 2miRes(ia)
-

Como ia es un polo simple de f tenemos:

eiz
Resy(ia) = lim (2 —ia) f(2) = Ii =
esylia) = lim (= — ia)f(2) = lim —— = *

e—a

Entonces:

Por otro lado tenemos:
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donde Cp es el arco de circunferencia que une R con —R pasando por el semiplano parte imaginaria
positiva. Por el lema de deformacion de curvas tenemos que:
(2)dz — 0
Cr R—+o00

Entonces: 420 cos(a) o
/ Pra T
Ejercicio 5.
Estudiemos los ceros de las funciones involucradas:
= ¢ — 1 se anula en z = 2kni con k € Z. Estos ceros son simples ya que:
(z — 2kmi)? N (z — 2kmi)3 N

zZ_ 1 - .
e —1=(z—2kmi)+ 5 i

en un entorno de 2kms.
= 2z tiene un cero simple en 0.

= sen 2z se anula en z = mm con m € Z. Estos ceros son simples ya que:

2 3
z—mm z—mm
senz::l:(z—mw):l:( 5 ) :l:( 3l ) +...
en un entorno de mm. Que los sumandos sumen o resten dependen de si m es par o impar.

e? —1

Asi,

zsen z
z = 0 hay un polo de orden 1, ya que el numerador tiene un cero de orden 1 y el denominador uno de

tiene ceros de orden 1 en 2kwi para k # 0 y polos de orden 1 en mm con m # 0. En

orden 2.



