Funciones de Variable Compleja
Examen Febrero 2017

Nombre: Cédula: N Parcial:

Se deben enunciar todos los teoremas o resultados utilizados con hipétesis y tesis y verificar
que se esta en las hipdtesis antes de utilizarlo.

Ejercicio 1
1. Probar la férmula de Cauchy.
2. Probar que si f € H(C) entonces es representable en series de potencia.

3. Probar que si f es entera (f € H(C)) y acotada entonces es constante.

6_7,. Probar que f(z) = sen(z), f: C — C, no esté acotada.

4. Sea sen(z) = 5
i

Ejercicio 2
1. Probar el teorema de los Residuos.

2. Calcular

/+oo dx
o l+am

3. Sea f € H(C—{0,1}), donde 0 y 1 son polos de f. Se sabe que la integral de f sobre las
curvas 7, v 72 (mostradas en la figura) valen 2i y 3 respectivamente. Calcular los residuos
de fenOy 1.
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Ejercicio 3
Sea D el disco unitario abierto y f € H(C).

1. Demostrar que si f(0) =0y |f(z)| <1 para todo z € D, entonces |f(z)| < |z|Vz€ Dy
[F(O)f < L.

2. Si ademads existe zy D tal que |f(20)| = |20 0 |f'(0)| = 1, entonces existe ¢ con médulo 1
tal que f(z) = cz.

Sugerencia: utilizar la funcién fi(z) = { ;,((Zg)/z : z Eé) - {0}

Soluciones
Ejercicio 1
1. Ver teodrico.
2. Ver tedrico.
3. Ver tedrico.

4. La funcién sen(z) es holomorfa en todo C. Si la misma fuera acotada, entonces por la parte
anterior la misma deberia ser constante. Se comprueba facilmente que no es constante
(sen(0) # sen(1)) y por lo tanto no puede estar acotada.

Ejercicio 2
1. Ver tedrico.

2. Consideramos la curva v como la figura y la funcién:

La funcién f es holomorfa en C menos en las raices n-esimas de -1, que son polos de f
- T

de orden 1. Llamaremos z; = e'», al polo encerrado por la curva. Por el teorema de los

residuos, sabemos que:

L F(2)d = 2miRes(z)



donde el residuos es

Res(zp) = lim (z — z0) f(2)

. Z— 2 ) 1 1
z) = lim = lim = -
Z—20 z—20 1 4+ 2™ 220 N1 77/28
En la tercer igualdad se utilizo L’hospital. Se puede simplificar
z(r)z—l _ ei%(n—l) _ ez‘7r(1—1/n) _ eiﬂ'e i _e—i%
Sustituyendo esto ultimo en la férmula del residuo

s
n

/f(z)dz = omi”
” n

Llamaremos ~; al segmento real de v, yr al arco, y 79 al segmento restante
71(t) =ty —y2(t) = te'=, con t € [0, R]. Por otro lado, tenemos que:

/f dz—/f dz+/f dz+/f

Por la definiciéon de integral

Res(z) = ¢
Por lo tanto:

/71 f(z)dz = /OR 1 ittn
/72 f(z)dz = _/OR i

Sustituyendo esto en la integral de ~

e (Bt ean
1 Y
(1+e >/0 - /f

n
Considerando el limite cuando R tiende a maés infinito, dado que

lim zf(z) = lim
Z—00

z—00 | 4+ 2" o
por el lema de deformacién de curvas se deduce que

s -
Resultando:
(14 ¢%) /+°O dt eln too _ QWieii
, Lt 1+t" n(l+es)
T 27
- _ﬁ(e_ W+ etw) - nsen(ﬂ)
N /+°° dt _ T
o L+tm

nsen ()
Observar que la integral da un ntimero real y positivo, lo que es coherente con la integral

b
calculada. En este razonamiento se asumié n > 2. Para el caso n = 1, se puede resolver
directamente en los reales utilizando la primitiva

3

. Donde



3. Por el teorema de los residuos tenemos que:

/ f(2)dz = 2mi(0.Res(1) — 2Res(0)) = 2i

/ f(2)dz = 2mi(3Res(1) + 2Res(0)) = 3

Tenemos un sistema de 2 ecuaciones y 2 incognitas, que nos permite despejar las mismas

obteniendo: 1 9_ 3
Res(0) = —5—  Res(1) = !

™ om

Ejercicio 3

1. La funcién f; sabemos que es holomorfa en todos lados menos z = (. Sin embargo, dado
que en cero tiene una singularidad evitable, por el teorema visto en clase sabemos que la
misma se puede extender de forma holomorfa a todo el disco. Esto nos permite aplicar el
teorema del médulo méximo, el cual nos indica que el méximo |f;(z)| serd alcanzado en
la circunferencia unitaria. 0|

z

=1 |z

<1

|f1(2)]

Dado que el maximo médulo debera ser menor a 1, se tiene que:

A1 =T <12 116 < 1el v 2 e D= (0)

|f1(0)] = [f'(0)] < 1.

2. Que exista un zy tal que |f(z0)] = |20| 0 que |f’(0)] = 1 implica que |fi(2)| alcanza
su maximo en el interior. Por el teorema del moédulo maximo esto solo puede ocurrir
si la funcion es constante. En particular, esta constante deberd tener modulo 1, ya que

[/1(20)] =1 (o [/21(0)] = [/(0)] = 1).

fi(z) = f(ZZ) =c= f(z) =cz.




