Solucion examen Julio 2016

Funciones de variable compleja

Nombre: Cl._ N°Parcial:

Se deben enunciar todos los teoremas o resultados utilizados con hipétesis y tesis y verificar que
se esta en las hipodtesis antes de utilizarlo.

1. a) (10 puntos) Sea f € H(2) y v C © una curva diferenciable. Probar que:

| s < [ V6@rola < maxtls ) ong(),
Solucién: Ver tedrico
b) Sea el rectangulo con vértices £L(2)+75iy +L(2)+ i orientada en sentido antihorario.

1) (3 puntos) Hallar 7, la imagen de ~ al aplicarle la funcién e?.
2) (3 puntos) Hallar v, la imagen de 7; al aplicarle la funcién 22 + 1.

3) (4 puntos) Demostrar la siguiente desigualdad:

‘/ e2z+1‘ 2 (x4 LO6)).

Solucién:
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FiguraA 1. Ejercicio 1 parte b.1 y b.2

Para la parte b.3) utilizamos la acotacién de la parte a). Como el minimo de |e?* + 1| es

3/4 (como se ve en la imagen), el maximo de es 4/3. Por otro lado tenemos que

622 + 1
long(y) = 2% +2(2L(2)) = 7+ L(2*) = 7+ L(16). Sustituyendo estos valores en la acotacién

se obtiene la desigualdad que habia que probar.

2. a) (7 puntos) Definir la funcién exponencial en C y una posible funcién raiz cuadrada en el
plano.

Solucién: Sea f(z) la funcién exponencial tal que f : C — C — {0}, f(2) = € = *% =

e”(cos(y) + isen(y)).
Sea ¢g(z) la raiz cuadrada de z tal que g : C — I, con I = {z € C: Re(z) > 0} y

L arg(2)(_g ]
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b) (10 puntos) Sea f : Q — C tal que f(x+iy) = u(x,y) +iv(z,y). Demostrar que si u y v
son diferenciables y cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann entonces f es holomorfa.
Se podria haber razonado de forma andloga al caso del logaritmo, con un poco méas de
cuentas.

Solucién: Ver tedrico
¢) (7 puntos) Estudiar donde son holomorfas las funciones de la parte a).

Solucién: Con la funcién exponencial tenemos que f(z) = e* cos(y) +ie”sen(y) llamando
u(z,y) = e*cos(y) y v(z,y) = e*sen(y) se cumple que f(z + iy) = u(z,y) + iv(z,y).

uy = €e%cos(y) uy, = —esen(y) Uy = Vy

vy = €esen(y) vy = e cos(y) } Uy = —Uy
Dado que u y v son diferenciables y cumplen las hipétesis del teorema demostrado en la
parte b) se deduce que la funcién exponencial es holomorfa.
Para la raiz se cumple que g(z) = 3L Como el funcién logaritmica es holomorfa
ne todos lados menos la semirecta de los reales negativos y la exponencial es holomorfa
en todo el plano, se cumple que la funcién raiz es holomorfa en todo el plano menos la
semirecta de los reales negativos.

3. (16 puntos) Demostrar el Principio del argumento.
Solucién: Ver tedrico
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4. (15 puntos) Calcular/
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Solucién: Realizando el cambio de variable u? = z se tiene que:
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Llamando f(z) a la funcién de la segunda integral, la misma tiene 4 polos simples en las
raices cuartas de 1. Consideraremos la curva y como la semicircunferencia (Sr) en plano
superior orientada en sentido antihorario y el segmento [—R, R]. Dado que la funcién f
evaluada en los reales es par, se cumple que:
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Los polos en el interior de la curva son €'4 y €4 . Por el teorema de los residuos:
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Como lim zf(z) =0 por el lema de deformacién de curvas tenemos que:
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5. Sean D ={2z € C:|z| < 1} y o = T =, con |a] < 1. Se considera €2 una regién tal que
—az

DCQy feH(Q) tal que f(D) C D, f(6D) = 6D y tiene un tinico cero de orden m en a.
a) (5 puntos) Demostrar que ¢, (dD) = dD.

Solucién:
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Donde en la dltima igualdad nos basamos en que el médulo de € es 1 y el médulo de
un numero y su conjugado es el mismo.




b) (5 puntos) Sea H(z) : @ — {a} — C tal que H(z) =

singularidad evitable en «.

—. Probar que H tiene una

(va(2))

Sea H la extensién holomorfa de H en Q.
¢) (5 puntos) Deducir que H no tiene ceros en D.

Solucién: Dado que f y (pq)™ tienen ambas un cero de orden m en « la divisién no tiene
ni un polo ni un cero en ese punto y la funciéon H se puede extender de forma holomorfa.

d) (3 puntos) Probar que H(6D) C 6D.

0D
Solucién: |H(0D)| = % =1

e) (7 puntos) Deducir que f(z) = cpq(2)™ con c € C, |c| = 1.

Solucién: Como H es una funcién holomorfa en € estd en las hipétesis del principio del
médulo maximo. Por le mismo sabemos que el maximo |H| en D se da en §D. Por otro
lado, por un corolario del principio dle médulo méximo sabemos que si la funcién no tiene
ceros en un conjunto, el minimo se da en el borde, es decir §D. En consecuencia, tanto el
modulo méximo como el médulo minimo se alcanzan en D y vale 1. En consecuencia,
la funcién H debe ser constante.



