Funciones de variable compleja
Examen, 24 de julio de 2014
Resolucion

Problema 1.

a. Ver tedrico.

b. Ver tedrico.

c. Para que F' € H(C), sus partes real e imaginaria (u y v, respectivamente) deben verificar las
ecuaciones de Cauchy-Riemann

Uy = Uy
Uy = —Up
Calculemos esas derivadas:
U, = 2x+1
uy = —2y-—1
Uy = hg
vy = hy

Imponiendo las ecuaciones de Cauchy-Riemann resulta:
ho(z,y) = 2y+1= h(z,y) =2zy+z+g(y)
hy(z,y) = 2x4+1
Derivando la primer igualdad respecto a y y sustituyendo en la segunda, se tiene que:
hy(xy) =20+1=22+g'(y) =g y)=1=gy) =y+k
Entonces, F' queda:
Flx+iy)=a>+z—y* —y+i2ay+r+y)+a

donde ¢; = ¢+ ik. Imponiendo F(0) = 0 resulta ¢; = 0, por lo que F' finalmente resulta:

Flr+iy)=a"+z—y> —y+i2zy+z+y)

d. Parametrizamos la cfa de centro 0 y radio 1 como z(t) = €% con t € [0, 27]. Entonces la integral

F - 27rF ity ,—it ) 27 F it
/ (22 ;. / F(e)e™ it gy — / F)
cz—1/2 o €t—1/2 g €t—1/2

Ahora, observemos que:

2 F(ez‘t) ‘ _ F(z)
/0 eit—1/27’dt_/cz(z—1/2)dz

Asi, la integral a calcular es
1 F 1 F
(2)z ; (2)

2771'102—1/2 :277'('2 02(2—1/2)
1

queda

dz




Como F € H(C) y C no pasa por 0 ni por 1/2 podemos aplicar el teorema de los residuos:
% : z(zF—(Zl)/Q) dz = Res(G,0) + Res(G,1/2)
donde
F(z)
z2(z—1/2)
Ahora, 0 es cero de F(z), por lo que es una singularidad evitable de G y Res(G,0) = 0. Para

G(z) =

calcular el residuo en 1/2 usamos el hecho de que es un polo simple, por lo que:

o L F(z) 1 3 .
Res(G,1/2) = lim (= 1/2)G(2) = lim = —2F(2)—2—H

Asi, la integral que queremos calcular resulta

1 F(2)z 3
- dz = 2 4+
omi Joz 12 2!

Problema 2.

a. Las singularidades de f son 0, —1+14 y —1 —4. Las tltimas 2 son polos, ya que Z_1>1_1111i2 f(z) = oc.
Ademas, son polos de orden 1 porque Zigrfil[z — (=1=£14)]f(2) da finito en cualquiera de los dos
Casos.

Por otro lado, 0 es una singularidad escencial de f. Para verlo, hay que probar que no existe

h’r% f(z). Esto puede hacerse estudiando el limite cuando z — 0" y cuando z — 0™:
z—

el/z
Im f(z) = lIm ———— =00
z—»O*if( ) 20t 22 4+ 224+ 2

el/z
Iim f(z) = llm ———— =
20— 1) 20— 22+ 22+ 2

b. Por el teorema de los residuos (asumiendo que la curva gira alrededor de —1 + i en sentido
antihorario, por lo que alrededor de —1 — 4 lo hace en sentido horario):

/Cf(z) dz = 2mi [Res(f,—1+1i) — Res(f, —1 — )]

Calculemos los residuos, usando que ambos son polos de orden 1:

el/z e—%(l—l—i)
Res(f,=1+i) = lim o=+ ooy~ o

el/z e%(71+i)
Res(f,=1—i)= _lim L= -d oo cizy - o

Entonces la integral queda:

/ f(z)dz=m [e—%(lﬂ') + e (=149
c




Problema 3.

a. Suponemos que f no tiene raices en D. Entonces la funcién g(z) = f(lz) es holomorfa en 2.

Ademss ¢(0) = ﬁ =1y [g(2)| < 5 en el borde del disco, lo que es absurdo por el principio
del médulo méximo.

b. Si f es no constante y holomorfa en Q y |f| = K en el borde del disco, entonces por el principio
del médulo méximo |f(z)| < K en el interior del disco. Si suponemos que f no tiene raices,
entonces g(z) = ﬁ es holomorfa en Q. Pero |g(z)| = % en el borde del disco y |g(z)| > # en

el interior del mismo, lo que contradice el principio del médulo méximo.

Problema 4.
Apliquemos el cambio de variable u = \/z = du = %:

teo dx T duy
e )
0 Vx(r?+1) /0 ut+1
Ahora, la funcién u%ﬂ es par, por lo que:
teo dx T du
0 \/E(a;2+1)_/_oo ut +1

Para calcular esa integral, consideramos la funcién compleja f(z) = ﬁ y la curva ~ de la figura:

Im{z}
R
i Cr
-R ’ R Re{z}
, i(2k+1)m L. . .
donde R > 1. Los polos de f estan en e- 4, por lo que los tinicos que quedan en el interior de
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son e4 y e 1 . Entonces, por el teorema de los residuos:
/f(z) dz = 2mi [Res (f,e%r) + Res (f,eﬁ%)}
.
Si a es un polo simple de f sabemos que su residuo puede calcularse como:

Res(f,a) =

Entonces para este caso:



Y por lo tanto:

Res (f,eifﬂ)
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Res (f,eT

Asi, la integral sobre v resulta:

)

1—1
/f dz-27m<4f

Ahora, la integral sobre 7 puede descomponerse como la integral sobre el segmento [—R, R] y la

integral sobre la media circunferencia Crg:

/ F(2)dz = / Fdz+ [ f(z)dz
v [(-R,R] Cr

Cuando R — +o0, la integral sobre el segmento [—R, R] converge a la integral buscada, mientras

1 -~ _T_—l—z

1T 4 a2
1 e T 1
2T 4 42

o)

que por el lema de deformacién de curvas la integral sobre Cgr tiende a 0. Entonces:

0

—+o00

dx

V(@2 +1)

™

V2




