Soluciones del Examen de Funciones de Variable Compleja 25/07/2013

Ej. 1 parte a) Elegimos tres puntos de la circunferencia de centro 0 y radio 1, y una orientacién;
por ejemplo wy = 1, wy =iy wy = —1, con la orientacién wy, we, w3 (sentido antihorario). El disco
es la regién a la izquierda, al recorrer la circunferencia con esa orientacién. Entonces la imagen
del disco serd la regién a la izquierda de la curva imagen por f de la circunferencia. Esta curva
serd recta o circunferencia pues f es de Moebius. Esta curva (recta o circunferencia) contiene a
las imégenes de wy, we, w3 que son z1 = f(wy) = f(1) =00, 22 = f(wa) = f(i) = (1+1)/(1—1i) =
(1+14)2/2=1iy 23 = f(ws) = f(—=1) = 0. Entonces la curva (recta o circunferencia) es la recta
(pues pasa por oo en la esfera de Riemann) que contiene a zo = ¢ y a z3 = 0. Es el eje imaginario,
recorrido de z; = oo, pasando luego por zo = 1 y luego por z3 = 0. Entonces el eje imaginario
estd recorrido de arriba hacia abajo. La regién que queda a su izquierda es el semiplano Re(z) > 0.
Conclusién: la imagen pedida es el semiplano Re(z) > 0.

Ej. 1 parte b) Las raices ctbicas complejas de 8i son tres en el plano complejo que tienen
moédulo %82‘ = /8 = 2 (raiz cibica real positiva de 8). Los argumentos de las raices ctibicas
complejas de 8i son (Arg(i) + 2km)/3 para k € Z. Eso da:
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Luego las tres raices cubicas pedidas son:

21 = 2¢™/6 = 2(cos /6 + isenw/6) = V3 + 1,

zp = 2e"77/6) = 9(cos(m — 7/6) + isen(m — 7/6)) = 2(— cos /6 + isenw/6) = —v/3 + i,

23 = 2e"TT/2) = 27T/2 = _9;.
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Ej. 1 parte ¢) Debemos hallar algin complejo w tal que (f(w)) = 8i. Llamando z = f(w),

debemos hallar algiin complejo w tal que z = f(w) y 2° = 8. Empezamos eligiendo una de las
raices ctbicas z de 8i halladas en la parte b), por ejemplo z = —2i. Ahora tenemos que resolver
la ecuacion
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Ej. 2 parte a)

b b
/ f(2)dz = / F(2(t)) - £(t) dt, / F(2)]1de] = / F0)] - 1200 dt,

donde z(t), a <t < b es una parametrizacién de v que da la orientacién de la curva.
Ej. 2 parte b) La regla de Barrow establece lo siguiente:

Hipdtesis: v es una curva diferenciable a trozos contenida en un abierto €2, f es una funcién
continua para todo z € v, existe una funcién F derivable en Q tal que F'(z) = f(z) para todo
z € Q (esta funcién F' se llama primitiva de f)

Tesis: f7 f(z)dz = F(z2) — F(z1), donde z; es el extremo inicial de la curva, y 22 es el extremo
final.

Demostracion: Ver libro de Teérico, Capitulo 3, pagina 31 en

http://www.fing.edu.uy/imerl /varcompleja/2006 /notas/Cauchy3.pdf



Ej. 2 parte ¢c) Como e® es una primitiva de e* en todo el plano complejo, aplicando la regla de

Barrow, obtenemos:
/ez dz = e —e*,
gl

donde 29 = 2z(m) = —e™ + isenm = +1 es el extremo final de la curva v, y 21 = 2(0) =
—e® 4+ isen0 = —1 es el extremo inicial. Resulta:
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Ej. 2 parte d) Usando la sugerencia, para todo z € A se cumple:
|22 4+1 > 1=z -1=2>-1=3.

Usando el teorema de acotacién de integrales, tenemos:
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Ej. 3 parte a) Los polos de f son i, —i y 2, con multiplicidades respectivas 1, 1 y 2, porque el
denominador se factoriza como (z —i)(z +i)(z — 2)2.

Ej. 3 parte b) Usando las férmulas de los residuos con derivadas, como i y —i tienen orden 1,
no hay que derivar, y como 2 tiene orden 2, hay que derivar una vez. Queda:
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Ej. 3 parte ¢) Usando el teorema de los residuos:

/f(z) dz = 2mi (ReSf(z') -Ind, (i) + Resf(—i) - Indy(—i) + Resy(2) -Indv(Q)) =

- 2m((-1)(4 +30) + (+1)(—8)) = 271i(—12 — 3i) = 7(6 — 240).



