TERCER EXAMEN DE FUNCION DE VARIABLE COMPLEJA.
Curso 2012

SOLUCION

Montevideo, sdébado 16 de febrero de 2013.

Cada ejercicio vale 25 puntos. Puntaje minimo de aprobacién 60 puntos.

Ejercicio 1 Dados cuatro niimeros complejos z1, 29, 23, 24, tales que 2,23 v 24 son distintos dos a dos,
se llama razdn doble (z1, 22,23, 24) al complejo imagen de z; a través de la transformacién
de Moebius que transforma zo en 0, z3 en 1 y z4 en +oo. Es decir, si T : C — C es la

transformacién de Moebius tal que Tz; = 0,Tzy = 1,T 23 = 400, entonces
(Zlv 224,23, 24) = Tzl-

a) Hallar (1,4, —1, —1).
b) Demostrar que si S es otra transformacién de Méebius cualquiera, entonces (z1, 22, 23, 24) =

(SZl, SZQ, SZ3, 524)

Solucién: a) Sea T': i +— 0,—1 — 1, —i — 00, entonces
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b) Sea T : zo — 0,23 — 1,24 — 00, vy H : Szo — 0,Sz3 — 1,524 — oo. Entonces, por
la, unicidad de las transformaciones de Moebius, H' = SoT~!, de donde H = T oS!y
(S21,822,S823,524) = H(Sz1) = (T o S71)(Sz1) = Tz = (21, 22, 23, 24).
Ejercicio 2 a) Definir conjunto conexo y demostrar que una funcién holomorfa es nula en una regién sii
ella y todas sus derivadas se anulan en algin punto del conjunto.
b) Demostrar que los ceros de una funcién holomorfa no nula son aislados.
¢) Si f:C — C holomorfa, y
f(1/n) = /027r %ie”dt.
i Cuél es el valor de f(mi)?
Solucién: a) y b) Ver tedrico. ¢) Como
f(1/n) = /27T Mie”dt = /27r COS(elt)ie“dt = / cos(z)dz = 2micos(1/n),
0 0
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entonces f(z) — 2micos(z) es holomorfa con ceros acumulando en 0, por lo tanto es nula, por
lo tanto es nula y f(z) = 2mi cos(2).

Ejercicio 3 Calcular, usando el método de los residuos:

+o00 dr
/—oo (2% + 1)(2? + 1)

Solucion



a) Para calcular la integral, usaremos la siguiente funcién meromorfa

1
FFDE + 1

f(z) =

la cual tiene seis polos, 3 en el semiplano superior y 3 en el inferior.

La integraremos en la curva -, que consiste del segmento (—r, ) y el arco de circunferencia
que une sus extremos, en el semiplano positivo, con sentido antihorario. Esta curva encierra
3 de los polos de f si r es suficientemente grande. Como z/[(x*+1)(22+1)?] — 05si z — oo,
por el Lema de deformacién de curvas, la integral en el semicirculo tiende a 0 al hacer

crecer r, por lo tanto se tiene que

/ oo dx K / dz
= |im .
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Ademids, como cuando r es suficientemente grande -, encierra a todos los polos del semi-

plano superior, por el teorema de los residuos se tiene que

dz _
[yr A+ 1)(2+1)2 = 2mi Z Res(f).

polos dentro de ~,

Basta calcular los residuos en los 3 polos, z1 = i, 25 = €™/t y 23 = B37/41 Hay que

notar que z; es polo doble, mientras los otros son simples.

Calculamos:
d (z —i)? d 1 3.
Res., (f) = lim —lm - = =
es= (f) = Iim = A+ D)(2+1)2  Side (A+D(z+i)2 8
Res., (f) = lm 22 gy ! S Y L)
T sn (A 1) (224 1)2 sty l C423(234+1)2 8 C8V2 '
(25 +1)2
zZ — Z9
y andlogamente
— 1 1
Resz,(f) = lim (2~ 2) = (=1 +1).

sz (A D)2+ 1)2 4232+ 12 82
sumando llegamos a la igualdad
3

/+OO dr =270y Res (f) = —2(V2—3)r
oo (@ + 1)@ +1)? el 4

Ejercicio 4 Sea f :[0,00) — R una funcién primaria y F(s) = £(f) su transformada de Laplace.

a) Mostrar que

L (e F(s) 0 siz <k,
e s)) =
flea—k) siz>k,

donde £~! denota la transformada de Laplace inversa.



b) Resolver, usando transformadas de Laplace, la siguiente ecuacién diferencial.

"' —y = Hy(x), 1 siz>2,
vy 2(z) donde Ha(x) =

y(0) =0, 0 siz<0.

Solucion:

a) 1) Basta hacer el cambio de variable t = z — ¢ en el siguiente cdlculo

F(s)=L(f)(s) = /000 ft)e stdt = /OO flx— c)efs(rfc)dx = e%¢ /00 flx—c)e”*"dx
y que

o0 0 siz<ec
/ flz —c)e™*%dx = L(f*)(s) siendo f*(x) =
c flx—k) siz>c
y por lo tanto L(fx)(s) = e %°F(s), de la unicidad de la transformada de Laplace se

deduce lo que se quiere probar.

2) Tomando la transformada a ambos lados de la ecuacién tenemos
L(y' —y) = L(H2).
Usando que y(0) = 0, entonces

Ly —y)=LY)— Ly) =s(Ly) —y(0)) = L(y) = (s = 1)L(y).

Ademas

6725

L(Hz) =

Entonces, la transformada de la ecuacién se reduce a

6725

(s —1)L(y) =
s
Y la transformada de la solucién es:
e 28 1 -1 1
L —_ _ ,—2s — 28 [ _— .
) s(s—1) ‘ s(s—1) ‘ <s +5—1)

Por lo tanto

-1 1 1 1
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Usando la parte anterior, se tiene que

£1<625 1 ) 0 siz <2

s—1 =2 gig>2
y ademas
1 9s 1 0 siz<?2 0 six < 2,
LT e =) = por lo tanto y =
5 1 siz>2 e 1 siz>2.



