PRIMER EXAMEN DE FUNCION DE VARIABLE COMPLEJA.
Curso 2012

Montevideo, viernes 20 de julio de 2012.
Parcial Nro:............... Apellido:...ooeiiiiiii Cllit i,

Cada ejercicio vale 25 puntos.

Ejercicio 1 a) Demostrar que si g : R — C es diferenciable y f : C — C holomorfa, entonces fog: R — C
es diferenciable y (f o g)'(2) = f'(g(2)).9'(2).
b) Demostrar que si f(z) es holomorfa en z = a 'y f'(a) # 0, entonces f es conforme en a.
¢) Mostrar que g(z) = v/22 + 1 (definida en la rama principal de la rafz) es un mapa conforme
de H— (0,7] en H= {z: Im(z) > 0} .

Ejercicio 2 «) Enunciar y demostrar el principio del argumento.
b) Mostrar que si C' > e la ecuaciéon Cz™ = € tiene n soluciones en D = {|z] < 1}

¢) Calcular la siguiente integral

2024 — e?
—d
/2_1 e — 45 F

recorrida en sentido antihorario.

T cosz
— dx
0 4(17 — T

Ejercicio 4 a) Demostrar que si f holomorfa, posee un polo de orden 2 en a y h(z) es la extensién analitica

Ejercicio 3 Hallar

de (z — a)?f(z) en a, el residuo de f en a es
Res,f = N (a).
b) Resolver usando Laplace
Ft) -2 /Ot @) sin(t —a)da +2f(t) = 1.

con condiciones iniciales f(0) = 0 and f/(0) = 0.



SOLUCIONES

Ejercicio 1 «a)
b)
¢)

Ejercicio 2 a)

b)

Ver teodrico.

Ver teorico.

Tomamos z € H — (0,4], entonces Arg z € (0,7) y al aplicar 22 se duplica su argumento,
quedando como imagen C—[—1, 400), al sumarle uno, la imagen se traslada a C—[0, +00),
al aplicar la raiz, la regién C — [0, 400) se transforma en H como querfamos probar.

Es fécil ver que ¢'(z) # 0 si z € H — (0,7] y por tanto es conforme.

Ver tedrico.

Re z vy como |2] < 1, |e*| < e. Cuando |z| = 1 tenemos que |e*| < e

Tenemos que |e*| = e

y |Cz" =Clz|" =C.

Ahora, si comparamos en |z| = 1, tenemos dada la siguiente desigualdad, pues C > e:
|Cz" —e* — Cz2"| = |e*| < |Cz"|

Por el teorema de Rouché, Cz™ — e* = 0 tiene igual nimero de soluciones que Cz" = 0
en D, teniéndo la dltima n soluciones.

Observar que 20z* — e* = —f/(z) donde f(z) = e — 42°, entonces la integral

20z —e* B f'(2)
/z_l e? —4z2° dz = /|z|_1 f(Z) dz

Por el principio del argumento, lelzl 1'(2)/f(2)dz = 2mi(e(f) — p(f)), donde ¢(f) repre-

senta el nimero de ceros de f y p(f) el niimero de polos.

En nuestro caso la funcién f no tiene polos, por lo tanto p(f) =0y ¢(f) = 5 por la parte
anterior. Entonces la integral queda asi:

20 4 _ z
/ = " 4z = —10mi
|z|=1 e? — 4z

Ejercicio 3 Hallar

J

T Ccosz
5 dxr
0 4z —

Solucién
+00 +o00 iz
coszT 1 e 1 .
ot = ghe ([ e = gRe (riesers + Res )

el integrando tiene dos polos simples en +7/2 con residuos

De

i/ eit/2
Resnz = Ad(n/2+m/2) T i 4
o—im/2 emin/2 1
Res—e = a2~ —4zj2 ~ in'
donde

1 , 1 1 1
iRe (mi(Resy o + Res_r)2)) = §Re (WZ%Z) =-7

Recordemos que para calcular estas integrales se calcula en un rectdngulo con un lado sobre

el eje real. Los residuos sobre el eje real se cuentan como si fueran medio residuo.
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Ejercicio 4 a) Demostrar que si f holomorfa, posee un polo de orden 2 en a y h(z) es la extensién analitica

de (z — a)?f(z) en a, el residuo de f en a es
Res,f = h(a).

b) Resolver usando Laplace

") - 2/0 F(@)sin(t — 2)dz + 2f(t) =

con condiciones iniciales f(0) = 0 and f'(0) =

Solucién:

a) Como f posee un polo de orden 2, serd de la forma f(2) = A/(z —a)+ B/(z—a)?+g(z),
de de donde h(z) = A(z—a)+ B+ (2 —a)%g(z) y h'(2) = A+2(2 —a)g(z) + (2 — a)g'(z). Por
lo tanto h'(a) = A = Res,f.

b) Aplicamos la transformada de Laplace a ambos lados de la igualdad y observando que

el segundo término del primer miembro es una convolucion:

; . 1
pf(p)ff(O)fo()2+1+2f() .
f*(p)(p3+p—2+2p2+2)=pQ;l-
De donde
IR . | _ r+t A B C D
f(p)_pQ(p2+2p+1)_p2(p+1)2_p P prl e
0*+1 (=41
b= 0+1) T
_ ([ PP+1 p((p+1)2) — (p? + 1) (p +1)? _ {2004+ 1)?) = (0P +1)2004+ 1) _
= sy = () 0 = (HURETIET o < (TG IRED) -
C = Reslz( ) =(1+p ) ()= (-2 (-1 =2
De donde

t t
flt)=—2e" 42—~ +2 "+ 2 = 2" + 2t + 27" + 27t

I'(2) ()
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