
Examen de Funciones de Variable Compleja.
Soluciones.

15 de febrero de 2012.

Ejercicio 1. Sean a 6= b dos complejos fijos no nulos, ambos con el mismo argumento igual a π/4, y tales
que |a| < |b|.

Parte a): Encontrar la transformación de Moebius w = w(z) tal que

w(−i) = a, w(0) = (a+ b)/2, w(i) = b

Solución:
Una transformación de Moebius es en general de la forma

w =
αz + β

γz + δ
, αδ − βγ 6= 0

Queremos que w(−i) = a, , w(0) = (a+ b)/2 w(i) = b.
Entonces 0 no es el polo de la transformación. Por lo tanto δ 6= 0. Podemos suponer que δ = 1, ya que

si se multiplican todos los coeficientes de una transformación de Moebius por una constante (en este caso
1/δ), se obtiene la misma transformación de Moebius.

w(z) =
αz + β

γz + 1
⇒ w(0) = β =

a+ b

2

Ahora falta determinar α y γ. Sustituyendo por z = −i, z = i, se obtiene:

w(i) =
αi+ (a+ b)/2

γi+ 1
= b, w(−i) =

−αi+ (a+ b)/2
−γi+ 1

= a

2αi+ a+ b = 2b(γi+ 1), −2αi+ a+ b = 2a(−γi+ 1), (1)

Multiplicando la primera ecuación de (1) por a, la segunda por b, y sumando:

2(a− b)αi+ (a+ b)2 = 4ab, ⇒ 2(a− b)αi = −(a− b)2, ⇒ α =
(a− b)i

2

Luego, sustituyendo α en la primera ecuación de (1):

2b(γi+ 1) = −(a− b) + (a+ b) = 2b, ⇒ γi+ 1 = 1, → γi = 0, ⇒ γ = 0

Por lo tanto, la transformación de Moebius buscada es:

w(z) =
(a− b)i

2
z +

a+ b

2

Parte b): Encontrar una transformación de Moebius h que lleve el el disco unitario D = {|z| < 1} al
semiplano Re z < 0. (Si hubiera más de una transformación posible elegir una sola).

Solución: En la circunferencia ∂D, elegimos tres puntos, por ejemplo 1, i,−1. Al recorrer la circunfer-
encia en el orden en que están dados esos tres puntos, el ćırculo interior D queda a la izquierda.

Como la transformación de Moebius h(z) es conforme, el recorrer la imagen de ∂D (que queremos que
sea el eje imaginario, borde del semiplano {Re(z) < 0}), en el orden dado por h(1), h(i), h(−1), debe quedar
el semiplano {Re(z) < 0} = h(D) a la izquierda. Elegimos entonces como puntos imágenes de z = 1, i,−1,
por ejemplo: 0, i,∞, respectivamente.
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La transformación de Moebius h(z) que cumple:

h(1) = 0, h(i) = i, h(−1) =∞

lleva la circunferencia ∂D, que pasa por los puntos 1, i,−1, a la recta {Re(z) = 0} que pasa por los puntos
0, 1,∞; y lleva la región a la izquierda de ∂D, que es el ćırculo abierto D, a la región que queda a la
izquierda de la recta {Re(z) = 0}, que es el semiplano abierto {Re(z) < 0}, como queremos.

h(z) =
αz + β

γz + δ
, αδ − βγ 6= 0

Como h(−1) = ∞, el punto z = −1 es el polo de h(z). Entonces el denominador es γ(z + 1), con γ 6= 0.
Podemos suponer que γ = 1, ya que al multiplicar todos los coeficientes por 1/γ, la transformación de
Moebius es la misma. Queda:

h(z) =
αz + β

z + 1
, h(1) = 0, h(i) = i

Sustituyendo z = 1 y haciendo que h(1) = 0, se obtiene:

⇒ α+ β

2
= 0, ⇒ α = −β

Sustituyendo z = i, β = −α y haciendo que h(i) = i, se obtiene:

α(i− 1)
i+ 1

= i, α =
i2 + i

i− 1
= 1

Por lo tanto α = 1, β = −1 y la transformación h(z) buscada es:

h(z) =
z − 1
z + 1

Parte c): Hallar la imagen del disco D por la transformación f siguiente:

f(z) = Log[0,2π) w(h(z))

donde w y h son las transformaciones de Moebius de las partes a) y b).
Solución: La transformación f es la composición de h con w con Log[0,2π).
Apliquemos al disco D sucesivamente esas tres transformaciones:
Al aplicar h, construida en la parte b), por construcción la imagen de D es el semiplano {Re(z) < 0}.
Al aplicar w, construida en la parte a), la imagen del semiplano {Re(z) < 0} será una cierta región S

que hallaremos.
En primer lugar, el borde del semiplano {Re(z) < 0}, que es el eje imaginario, tiene que ir a parar por

w = w(z), al borde de S. Hallemos entonces la imagen por w(z) del eje imaginario:
Los puntos −i, 0, i están en el eje imaginario. Y sus correspondientes por w(z) son por construcción

a, (a + b)/2, b. Luego la imagen del eje imaginario por w(z) es la recta o circunferencia que pasa por los
puntos a, (a+b)/2, b. Pero estos tres puntos están alineados (porque (a+b)/2 es el punto medio del segmento
ab). Luego, la imagen del eje imaginario por w(z) es la recta que pasa por a y b.

Tenemos que el borde de S es la recta que pasa por a y b. Entonces S es uno de los dos semiplanos
determinados por esta recta.

Al recorrer el eje imaginario de abajo hacia arriba, el semiplano Re(z) < 0 queda a la izquierda (al
pasar de −i a i, por ejemplo). Entonces, al recorrer la imagen por w(z) del eje imaginario pasando de
w(−i) = a, a w(i) = b, el semiplano S queda a la izquierda.

(Hacer un dibujo con los puntos a y b, ambos por hipótesis con argumento igual a π/4 y tales que
|a| < |b|.)
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Por lo tanto el semiplano S es el semiplano que queda a la izquierda de la recta recorrida desde a hacia
b. (Es el semiplano de arriba e izquierda de la recta y = x.)

Ahora falta encontrar la imagen del semiplano S por la función Log[0,2π).
Busquemos primero la ecuación del semiplano S, en coordenadas polares (ya que su borde ∂S es una

recta que pasa por el origen).
La recta ∂S es la que une a con b. Por hipótesis los dos puntos tienen argumento igual a π/4. Por lo

tanto la semirrecta que pasa por el origen, y luego por a y por b, es la semirrecta Arg[0,2π)(z) = π/4.
La semirrecta opuesta a ella es Arg[0,2π)(z) = π + π/4 = 5π/4.
El semiplano S, arriba y a la izquierda de esa recta, resulta ser el de todos los complejos z que cumplen:

S =
{
π

4
< Arg[0,2π)(z) <

5π
4

}
Ahora apliquemos Log[0,2π) al semiplano S:

u = Log[0,2π)(z) = L|z|+ iArg[0,2π)(z)

Como |z| > 0 cualquiera en S, entonces Re(u) = L|z| es cualquier número real. Es decir:

Re(u) ∈ R cualquiera (1)

Como π
4 < Arg[0,2π)(z) < 5π

4 en S, entonces Im(u) = Arg[0,2π)(z) cumple

π

4
< Im(u) <

5π
4

(2)

(1) y (2) son las ecuaciones de la imagen por la función u = Log[0,2π)(z) del semiplano S. Es por lo tanto
la franja horizontal abierta, limitada por las rectas horizontales y = π/4 e y = 5π/4, formada por todos los
complejos u que cumplen (1) y (2). Esta franja es la imagen por f del disco D.

Ejercicio 2. Sea P (z) = z9 + 3z7 + 27.

Parte a): Probar que si z = 2e2kπi/7 para algún número entero k, entonces |P (z)| > 0.
Solución:
Por absurdo si P (z) = 0 para z = 2e2kπi/7, entonces:

P (z) =
(

2e2kπi/7
)9

+ 3
(

2e2kπi/7
)7

+ 27 = 0

Siendo
(
e2kπi/7

)7

= 1, se deduce:

P (z) = 29
(
e2kπi/7

)2

+ 4× 27 = 0 ⇒ 29

((
e2kπi/7

)2

+ 1
)

= 0

Por lo tanto w = e2kπi/7 verifica la ecuación w2 +1 = 0, y es por lo tanto ráız séptima de 1 y ráız cuadrada
de −1 al mismo tiempo, lo que es absurdo. �

Parte b): Probar que si |z| = 2, pero z 6= 2e2kπi/7 para todo número entero k, entonces

|3z7 + 27| < 29

Solución: Por la propiedad triangular del módulo: |w + 27| ≤ |w| + 27 para todo w complejo. Pero
además vale la desigualdad estricta |w + 27| < |w| + 27 si el triángulo con vértices en los puntos 0, 27 y
w + 27 no degenera en el segmento con extremos 0 y w + 27 (hacer dibujo). Esto es porque cada lado de
un triángulo que no degenera en un segmento es estrictamente menor que la suma de los otros dos.
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En definitiva, vale la desigualdad estricta |w + 27| < |w| + 27 si w no es real positivo. En particular,
usando w = 3z7, si 3z7 no es real positivo, entonces vale la desigualdad estricta:

|3z7 + 27| < |3z7|+ 27 = 3|z|7 + 27 = 3× 27 + 27 = 4× 27 = 29

Basta demostrar entonces que 3z7 no es real positivo.
Por absurdo, si 3z7 fuera real positivo, entonces z7 seŕıa real positivo. Pero como |z| = 2, entonces z7

es real positivo con módulo 27. Existe un único real positivo con módulo 27, que es el real 27. Se deduce
que z7 = 27, y por lo tanto z es ráız séptima compleja de 27. Por lo tanto z = 2e2kπi/7 para algún entero
k, y esto contradice la hipótesis de la parte b). �

Parte c): Probar que todas las ráıces complejas de P (z) cumplen |z| < 2.
Solución: Aplicaremos el teorema de Rouché, usando Q(z) = −z9 y probando que

|P (z) +Q(z)| < |P (z)|+ |Q(z)| si |z| = 2 (A probar) (1)

En efecto, si probamos (1), entonces ningún cero de P (z) se encuentra en la circunferencia |z| = 2. (Pues
si algún cero z de P (z) cumpliera |z| = 2, aplicando (1) quedaŕıa |Q(z)| < |Q(z)|, lo que es absurdo.)

Por otro lado los ceros de Q(z) = −z9, son z = 0 con multiplicidad 9. Entonces, ni los ceros de P (z) ni
los de Q(z) se encuentran en la circunferencia |z| = 2.

Se puede entonces aplicar el teorema de Rouché, cuya tesis implica (considerando que P y Q son
polinomios y por lo tanto no tienen polos) que:

Son iguales las cantidades de ceros de P (z) y de Q(z), contados con su multiplicidad, en el disco abierto
|z| < 2.

Como Q(z) tiene 9 ceros (contados con su multiplicidad), en |z| < 2, se deduce que P (z) también.
Siendo 9 el grado de P (z), aplicando el teorema fundamental del Álgebra, resulta que P (z) tiene en total
9 ceros en el plano complejo, contados con su multiplicidad. Deducimos que todos los ceros de P (z) se
encuentran en el disco abierto |z| < 2, como queŕıamos demostrar.

Ahora probemos (1):

|z| = 2 ⇒ |P (z) +Q(z)| = |3z7 + 27| ≤ 3|z|7 + 27 = 3× 27 + 27 = 4× 27 = 29 = |Q(z)| (2)

Si z = 2e2kπ/7 para algún número entero k, entonces por la parte a) se cumple P (z) > 0. Por lo tanto,
agregando el sumando |P (z)| > 0 al último miembro de la desigualdad (2), se deduce:

z = 2e2kπ/7 ⇒ |P (z) +Q(z)| ≤ |Q(z)| < |Q(z)|+ |P (z)| (3)

Si |z| = 2 pero z 6= 2e2kπ/7 para todo número entero k, entonces por la parte b) se cumple |3z7 +27| <
29. Por lo tanto, considerando esta desigualdad estricta entre el primer y el último miembro de la desigualdad
(2), se deduce:

|z| = 2, z 6= 2e2kπ/7 ⇒ |P (z) +Q(z)| = |3z7 + 27| < 29 = |Q(z)| ≤ |Q(z)|+ |P (z)| (4)

Las desigualdades estrictas (3) y (4) demuestran (1) como queŕıamos. �

Ejercicio 3.

Parte a): Hallar la transformada de Laplace F (p) y su semiplano de convergencia de la función:

f(t) = e(2+i)t ∀t ≥ 0

Solución:

F (p) =
∫ +∞

0

e(2+i)tte−pt dt = ĺım
T→+∞

∫ T

0

e(2+i−p)t dt =
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F (p) = ĺım
T→+∞

e(2+i−p)t

2 + i− p

∣∣∣∣t=T
t=0

= ĺım
T→+∞

e(2+i−p)T

2 + i− p
− 1

2 + i− p
=

F (p) =
1

p− 2− i
+ ĺım
T→+∞

eRe(2+i−p)T eiIm(2+i−p)T

(2 + i− p)
(1)

Por un lado eiIm(2+i−p)T tiene módulo 1, por lo tanto no es cero y está acotado para todo T . Por otro
lado el factor eRe(2+i−p)T = e(2−Rep)T es real que, cuando T → +∞, tiende a infinito si 2 − Rep > 0 y
tiende a cero si 2−Rep < 0. Luego, de (1), se deduce que la integral no es convergente (tiende a infinito) si
2−Rep > 0, y es convergente a 1/(p− 2− i) si 2−Rep < 0. El semiplano de convergencia es 2−Rep < 0,
o lo que es lo mismo: Rep > 2. Luego:

F (p) =
1

p− 2− i
, si Re(p) > 2

Parte b): Hallar la transformada de Laplace X(p) de la función x(t) que cumple

ẍ(t)− 3ẋ(t) + 2x(t) = e(2+i)t ∀t ≥ 0

x(0) = 0, ẋ(0) = 1

Solución: Llamemos X(p), para Re(p) > sc a la transformada de Laplace de x(t) en su semiplano de
convergencia. Sabiendo que x(0) = 0, y que ẋ(0) = 1, podemos aplicar las fórmulas de transformadas de
las derivadas:

L(ẋ) = pX(p)− x(0) = pX(p), si Re(p) > 0, Re(p) > sc (1)

L(ẍ) = p2X(p)− px(0)− ẋ(0) = p2X(p)− 1, si Re(p) > 0, Re(p) > sc (2)

Transformando ambos miembros de la ecuación diferencial dada, las transformadas de Laplace son iguales
en la intersección de sus semiplanos de convergencia. Se obtiene:

L(ẍ(t)− 3ẋ(t) + 2x(t)) =
1

p− 2− i
, si Re(p) > sc, Re(p) > 2

Sustituyendo (1) y (2):

p2X(p)− 1− 3pX(p) + 2X(p) =
1

p− 2− i
si Re(p) > sc, Re(p) > 2

(p2 − 3p+ 2)X(p) =
p− 1− i
p− 2− i

; si Re(p) > sc, Re(p) > 2

X(p) =
p− 1− i

(p− 2− i)(p− 1)(p− 2)
; si Re(p) > sc, Re(p) > 2

Esta transformada de Laplace es anaĺıtica en el semiplano Re(p) > 2, semiplano lateral vertical derecho
que no contiene ninguno de los polos. Por lo tanto, concluimos que

X(p) =
p− 1− i

(p− 2− i)(p− 1)(p− 2)
; si Re(p) > 2

Parte c): Hallar la función x(t) de la parte b).
(Sugerencia: Podrá usarse sin probar la siguiente identidad de separación en fracciones simples:

p+ a

(p− 2− i)(p2 − 3p+ 2)
=
−(1 + i)(2 + i+ a)/2

p− 2− i
+

(1− i)(1 + a)/2
p− 1

+
(2 + a)i
p− 2

válida para todo p complejo que no anule los denominadores, y para a complejo fijo cualquiera.)

5



Solución: Descomponiendo en fracciones simples la transformada X(p) hallada en la parte b), y usando
la igualdad de la sugerencia con a = −1− i, se obtiene:

X(p) =
p− 1− i

(p− 2− i)(p− 1)(p− 2)
=
−(1 + i)/2
p− 2− i

+
(1− i)(−i)/2

p− 1
+

(1− i)i
p− 2

=

X(p) =
−(1 + i)/2
p− 2− i

+
−(1 + i)/2
p− 1

+
(1 + i)
p− 2

= (1 + i)
(
− 1/2
p− 2− i

− 1/2
p− 1

+
1

p− 2

)
Antitransformando X(p), para lo cual usamos que la transformada de una suma es la suma de las

transformadas, que la transformada del producto de una función por una constante es el producto de la
transformada por esa constante, y que la transformada de eat, t ≥ 0 es 1/(p−a), Re(p) > <(a), se deduce:

x(t) = (1 + i)
(
−1

2
e(2 + i)t − 1

2
et + e2t

)
si t ≥ 0

6


