Soluciones del Examen de Funciones de Variable Compleja 14/07/2011

Ej.1 a) 2% =1+ /3i. Si z verifica esa ecuacion, entonces z # 0 (porque 0% = 0 # 1 +/3i). Luego
z tiene coordenadas polares, p = [z| > 0, ¢ = Argjp2n(2) € arg(z) (N[0, 27). Escribiendo z = pe'?, y
observando que 1+ /34 tiene médulo +v/1 + 3 = 2 y argumento el dngulo ¥ tal que 2¢*¥ = 1+ /31,
deducimos que cosy = v/3/2, senty) = 1/2. Luego, el argumento 1 de 1 + /37 es 7/3 més cualquier
miltiplo entero de 27. La ecuacién del principio entonces queda (pei®)® = 2¢i(m/3)+2kmi hara k entero
cualquiera; de donde p?e3® = 2¢4(7/3)+2k7i  Entonces p = /2 (la raiz ctibica de 2 es en el campo real), y
3¢ = (/3)+2km, osea ¢ = (7/9)+k 27/3, donde k es constante entera cualquiera. Cuando k = 0 se obtiene
el argumento ¢y = 7/9 y entonces zy = v/2¢™/? es la primera solucién encontrada. Cuando k = 1 se obtiene
el argumento ¢; = 77/9 y entonces z; == v/2¢""™/9 es la segunda solucién encontrada. Cuando k = 2 se
obtiene el argumento ¢; = 137/9 y entonces zo == /2" 13)7/9 eg 1a tercera solucién encontrada. Estas son
las tinicas tres soluciones, pues para los demds valores enteros de k se obtiene argumento 7/9 + k(27)/3: si
k = 3h es multiplo de 3 (h entero cualquiera), el argumento es 7/9 + 2hm, obteniéndose el mismo complejo
20 que se obtuvo cuando k = 0. Si k = 3h+1 es 1 mds un miltiplo de 3 (h entero cualquiera), el argumento
queda 77 /9+ 2hm, obteniéndose el mismo complejo z; que se obtuvo cuando k = 1. Finalmente si k = 3h+2
es 2 mas un multiplo de 3 (h entero cualquiera), el argumento queda (13)7/9+ 2hm, obteniéndose el mismo
complejo z que se obtuvo cuando k = 2. El dibujo de los tres complejos zg, 21, 22 en el plano complejo, es
el de los vértices de un trigngulo equildtero inscrito en la circunferencia con centro en el origen y radio /2,
de manera que zp tiene argumento 7/9 radianes = 20 grados.

Ej.1 b) Sea z = /2€'7/9 encontrado como una de las tres soluciones de la parte a). La ecuacién

1
dada L—’—l = Az para algun A real se cumple si y solo si w € Cy donde Cj es el lugar geométrico buscado.
w

Cuando w = —1, se verifica la ecuacién dada con A = 0. Por lo tanto, hemos probado que el punto (—1,0)
del plano pertenece a Cj.
Si wy € Cp es un complejo que verifica la ecuacién dada para cierto A real, entonces llamemos a

w 1
si existe, al complejo a = limy_, ;o wy. En la ecuacién At = Azp, haciendo A tender a +oco resulta
wy —
1
ot 7= 400, donde la igualdad debe entenderse en la esfera de Riemann. Entonces a = 1. Hemos probado
a —

que el lugar geométrico Cy en el plano complejo, que contiene a todos los wy, acumula en el punto (1,0),
pues 1= lfm,\_,+oo w) -

Sea la transformacién de Moebius z = f(w) = (w+1)/(w —1). La ecuacién dada se cumple para algin
w siy solo si f(w) = Azp, y esto se cumple si y solo si el punto f(w) estd en la recta 1o que pasa por el
origen y por zp. Entonces la transformacién de Moebius z = f(w) = (w+1)(w—1) lleva el lugar geométrico
buscado Cy (de todos los w que satisfacen la ecuacién dada), en el lugar geométrico de los z = Azg € rg
(es decir f lleva Cy en la recta ). Por lo tanto la transformacién de Moebius inversa w = f~1(z) lleva la
recta rg en el lugar geométrico Cy buscado.

Ahora uno podria encontrar explicitamente la transformacién de Moebius inversa w = f~1(z) de
z = f(w) = (w+1)/(w—1) y hallar la imagen por f~! de la recta z € ro, tomando tres puntos cualesquiera
de la recta 7, buscando sus imégenes por f~!, y luego, si estuvieran alineados, la imagen serfa la recta Cy
que los contiene; y si no estuvieran alineados, la imagen seria la circunferencia Cy que los contiene.

En vez de eso vamos a hacer un argumento abstracto que nos va a servir para ahorrar cuentas en la
parte siguiente. Ya sabemos que la imagen Cj por la transformaciéon de Moebius f~! de la recta rq, pasa
por el punto (—1,0) y acumula en el punto (1,0). También sabemos que es o bien una recta o bien una
circunferencia. Solo falta demostrar que es una circunferencia, para lo cual hay que demostrar que no es una
recta. Supongamos por absurdo que fuera una recta. Si Cy fuera una recta deberia ser la recta que pasa por
los dos puntos (—1,0) y (1,0), y entonces deberfa pasar por el origen. Entonces el origen w = 0 deberia ser

una solucién de la ecuacién dada; es decir:

A # 0 real (pues A = 0 no lo cumple). Luego —m = Arg(Azg) = 7/9si A >0, 0 = = Arg(Azp) = 107/9 si
A < 0. Eso es absurdo pues m # 7/9, 7 # 107/9. LQQD.

1
1= Azg para algun A real. Entonces —1 = A\zy para algun

3
1
Ej.1 c¢) La ecuacién dada (u}—|—1> = (A\)3(1 + /3 - i) para algiin A real, se cumple si y solo
w—
1
si w 1= Az; para algiin A real y algin z; tal que z} =. En la parte a) demostramos que solo hay
w —

tres valores posibles para z; que son zg,z; 6 22. Luego las soluciones w buscadas son las que verifican la
ecuacion de la parte b), y ademds las que verifican la ecuacién como la de la parte b) pero con z; en vez



de zp, y ademds las que verifican la ecuacién pero con zy en vez de zp. Usando la parte b), sabemos que
las que verifican la ecuacién con zy = /2e¢’™/?, estdn contenidas en una circunferencia que pasa por los
puntos (—1,0) y (1,0), excluyendo el punto (1,0). Esta circunferencia es la imagen por la transformacién
de Moebius inversa w = f~1(z), de la recta ryp que pasa por el origen y por zg. (La transformacién de
Moebius f en la parte b) es z = f(w) = (w+1)/(w —1).)

Haciendo el mismo razonamiento que en la parte b) pero para z; = {/2e7/9 uno deduce que el

+1 . ) .
1= Az1 para algun A real, estd contenido en una

lugar geométrico C de las soluciones de la ecuacién

w —
circunferencia que pasa por los puntos (—1,0) y (1,0) (excluyendo el punto (1,0)). Esta circunferencia es
la imagen por la transformacién de Moebius inversa w = f~1(z), de la recta r; que pasa por el origen y
por z;. La transformacién de Moebius f es la misma que en la parte b) z = f(w) = (w + 1)/(w — 1).

Anélogamente, con zp = v/2e(13)7/9 uno deduce que el lugar geométrico Cy de las soluciones de la

ecuacion

= Az9 para algin A real estd contenido en una circunferencia que pasa por los puntos

W —
(—1,0) y (1,0). Esta circunferencia es la imagen por la transformacién de Moebius inversa w = f~1(2), de
la recta ro que pasa por el origen y por zo. La transformacién de Moebius f es la misma que en la parte b)
z=f(w) = (w+1)/(w—1).

Las tres circunferencias que se obtuvieron (con zy en la parte b) y con z1 y z1 después) pasan por los
puntos (—1,0) y (1,0), excluyendo el punto (1,0), pero son las tres distintas (no disjuntas, sino distintas
circunferencias). En efecto, las tres circunferencias son imdgenes por la misma transformacién de Moebius
f~! de tres rectas distintas, y la transformacién e Moebius f~! es inyectiva (porque es invertible con inversa
0.

Hemos probado entonces que el lugar geométrico de todas las soluciones w de la ecuacion dada en la
parte ¢) estd contenido en la unién de tres circunferencias que pasan por (—1,0) y (1,0). LQQD

Ej.2 a) y b) Enunciado y demostracién del Teorema de indice: ver por ejemplo “Funciones de Variable
Compleja”, E.C.; Capitulo 5, Teorema 5.4.2 y su demostraciéon en paginas 56 y 57.

Ej.2 c). Los polos de f(z) = 50/[(2% + 1)(z — 2)?] son las raices de su denominador: i, —i simples, y 2
doble. Descomponemos la curva v = 1 + 72 + 73 en los tres bucles 71, v2 ¥ 73, siendo cada bucle una curva
cerrada simple (sin autointersecciones): El primero -; no encierra ninguno de los polos de f(z), el segundo
o encierra solo al polo —i dando una sola vuelta alrededor de €l en sentido antihorario. Y el tercero -3
encierra solo al polo 2 dando una sola vuelta alrededor de él en sentido antihorario.

50
I:/—dz:/f(z)der (2)dz+ | f(z)dz=1,+ I+ Is.
¥ (Z2 + 1)(Z - 2)2 Y1 Y2 V3
Por el teorema de Cauchy, siendo v; homotdpica a un punto en w = C\ {i, —4,2} y siendo f € H(Q), se
tiene:
L= f(z)dz=0
71

Siendo 72 homotépica a un punto en Qg = C\ {i,2} y siendo h(z) = 50/[(z — i)(z — 2)?] holomorfa en Q,
podemos aplicar la férmula integral de Cauchy a h(z):
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Siendo 3 homotépica a un punto en Q3 = C\ {i,—i} y siendo g(z) = 50/(2? + 1) holomorfa en 3,
podemos aplicar la férmula integral de Cauchy de la derivada primera a g(z):
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z=—1

Is = 2mi

Luego
I=hL+4+1L+1I3= (—6+8i— 16i)7T= —(6+8i)7‘d’.



Ej.3 a) Sea z(t) es una funcién Laplace-transformable, es decir |z(t)| < e para cierta constante a
real y para todot > 0, y z(t) = 0 para todo ¢t < 0. Si X(p) denota a la transformada de Laplace de z(t) para
p complejo en el semiplano de convergencia Re(p) > a, entonces la transformada de Laplace [£(2(t))](p) de
la derivada @(t) es [L(&(t))](p)pX (p) — x(0) para todo p en el mismo semiplano de convergencia Re(p) > a.

Demostracion: [L(E(t))](p) = f0+°° E(t)e P dt = limr_ 4 o fOT @(t)e PV dt. Integrando por partes, con
p constante, se tiene

T T T
T e_pt) — e_ptx th — €T e_pt ’ = e_pT.’I,‘ — X e_pt .
/0 (t)e" dt Olf= / (H)(e ) dt (T) - 2(0) + p / dt

Tomando limite cuando T' — 400 en la igualdad anterior con p complejo constante, queda:

+o00
[L£(2(t))](p) = p/o z(t)ePtdt + lim e PTx(T).

— 400

Por un lado la integral impropia en la tltima expresién es, por definicién, la transformada de Laplace X (p)
de z(t) valida para todo p complejo constante en el semiplano Re(p) > a. Entonces queda

[L(&()](p) = pX (p) — x(0) + lim e "Ta(T).

T—4oc0

Por otro lado

|epr(T)| — |epT||;v(T)| — o(Re(@)T lz(T)| < e(Be@)T  caT _ (Re(p)—a)T _,

cuando T' — +o0 porque Re(p) — a es una constante real negativa (pues Re(p) > a). Entonces deducimos
que [L(&(t))](p) = pX(p) — x(0). LQQD

x(t) e PP f0+oo flu)e P4 du = e PP [L(f(t))](p) = e PP F(p) para todo p complejo tal que Re(p) > a.

Ej.3 b) Siendo f(t) = e?*)t para todo t > 0 se cumple que |f(t)| = |eTDH| = e[| = ¢!, Luego
|f(#)] < e* con a = 2, para todo t > 0. Por lo tanto f(¢) es Laplace transformable y su transformada de
Laplace F(p) va a estar definida en el semiplano de convergencia Re(p) > 2. Podemos encontrar explicita-
mente F'(p) usando la definicién de transformada de Laplace. Pero vamos a usar otro camino que aplica el
resultado demostrado en la parte a).

() = (e®F01) = (24 0)e+D" = (2 +10) f(t). Luego

[L(f'tN](p) = [L£((2+14)f(t))](p) = (2+14)F(p) para todo p tal que Re(p) > 2. Por otra parte, usando
la parte a) tenemos:

[L(f'(t)](p) = pF(p) — f(0) para todo p tal que Re(p) > 2. Siendo f(0) = e+90 = ¢0 = 1 deducimos:

pF(p) —1=[L(f(t)])(p) = (24 i)F(p) para todo p tal que Re(p) > 2, de donde

(p —2—14)F(p) = 1 para todo p tal que Re(p) > 2, o sea F(p) = 1/(p — 2 — i) en el semiplano de
convergencia Re(p) > 2.

Ej.3 ¢) Llamando X(p) a la transformada de Laplace de z(t) y usando las férmulas demostradas en
las parte a) y b), aplicamos la transformada a ambos lados de la igualdad @(t) + (2 — i)z (t) = eT9* V¢ >
0, x(0) =0. Queda: X

pX(p) —x(0)+ (2 -9)X(p) = P
Siendo x(0) = 0:

1 1
Y= —gp—2—0

Ej.3 d) De la parte c) sabemos la transformada de Laplace X (p) de la funcién solucién z(t). Para
antitransformarla, y hallar x(t), primero la descomponemos en fracciones simples:

X0) = g —aaa e e =1 LI+ [ (2]

(p+2-14i)X(p) :Im,

x(t):ie(_2+i)t+ie(2+i)t'



