Soluciones del Examen de Funciones de Variable Compleja.
(Completar)

18 de diciembre de 2007.

Ejercicio 1.
Sea v el segmento de recta orientado con extremo inicial en el punto 1+ 2¢ y con extremo final

dz
en el punto i. Para todo w ¢ v se considera la funcién analitica G(w) = / .
z—w
gl
dz

A) Probar que G(1 +1i) = /C PP

donde C es el arco de circunferencia C: z =1+i+e?, 7/2<t< 7.

B) Calcular G(1 + i) y la derivada n-ésima G (1 4+ 1).

C) Encontrar el desarrollo en serie de potencias de G centrado en 1 + 1.

Solucién:

Parte A) El camino v — C es cerrado, simple y como 1/z — 1 — i tiene un tnico polo en 1+
que no estd en la region encerrada por ese camino cerrado, es una funcion analitica en esa region,
y por el teorema de Cauchy la integral de esa funcién en ese camino cerrado es cero. Entonces:

1 1
[t [
v2—1—i cz—1—1

Por definicién de la funcién G(w) se cumple que la primera integral de la igualdad anterior es
G(1+1i), luego:
1
Gl+i)= | ———d
(1+3) /C 1"
Parte B) Calculando la integral de la parte a), parametrizando el arco de circunferencia
C:z=1+i++e, 7/2 <t <, resulta:

T it
G(1+1i) = /(dzz/ Le .tdt:m/2
C

z—1—1) xj2 €

Usando la férmula integral de la derivada n-ésima:

dz T et dt T
(n) N=n! [ — = —pl = —(n—1)(—i —int
G'"(1+1i) =n! /C EE T n! /Tr/2 JCESIY (n—1)!(—in) /ﬂ/2e dt

GM(141i) = (n—1)! (e—mw/z _ e—imr)

Se observa que:

G (1 + 1) = 0 si n es multiplo de 4.

G (1 +14) = (n—1)!(1 —i) si n es miltiplo de 4 més 1.

GM(1+1i) = —2(n—1)! si n es miltiplo de 4 més 2.

G™(144) = (n—1)!(1+1i) si n es miltiplo de 4 més 3.

Parte C) Usando que G(1+1)im/2 y las dltimas cuatro férmulas obtenidas en la parte anterior,
y observando que el desarrollo en serie de potencias de G en el punto 1 + i es el siguiente:

" (G(4k)(1+i) G (4k+1)(1+4)

Gw)=G(A+i)+» (z—1-1)
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G(4k+2)(1+i) 5 G(4k‘+3)(1+i) 3
+W(2—1—l) ++W(2—1—Z)
se obtiene:
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Ejercicio 2.

Sea f una funcién racional que tiene un cero simple en 44, un polo doble en —2¢ y un polo
triple en 1 4 ¢, siendo estos los 1inicos ceros y polos de f.

A) Probar que lim, ., z*f(z) es un complejo no nulo, y que lim, . zf(z) = 0.

B) Se sabe que lim,_1;(z — 1 —14)3f(2) = 10 (1 + 3i). Calcular los residuos de f en 1 +1i y en
—2i.

C) Calcular [72° f(z) dw.

Solucién:

Parte A)
a(z — 41)
1@ = Cape 1=

donde a es una constante compleja no nula. Entonces:

lim 2°f(z) =a, lim zf(z)=0

Z—00 zZ—00

Parte B) Multiplicando f(z) por (z — 1 —1)3, y tomando el limite cuando z — (1 + i) queda

14— 4i
wz 10(1+31) = a(l—3i) =10(1+3i)3 = al0 = 10 (1 +3i)%, a = (1 + 3™
, ) a(z —4i) \'  a(—2z—14 114) 15i — 1 ,
—2i) = 1 = —a— — —15i—1
Resp(=2i) = lim, <(z 1 ¢>3> Gol—if |, “rs ™
1 —4i)\" —z+ 100\’ — 163 1—15i
Res;(14i) = lim L (GG _a (—=+10i _ alz— 160 _ald=15) .
z—1+i 2 \ (2 + 21)2 2\ (2423 ) |1y (24+20% |, (14304

Parte C) Considerando el camino cerrado [~ R, R] + Cg siendo Cr : z = Re, 0 <t < 7,
observamos que para R > 2 encierra inicamente al polo 1+ ¢ de la funcién f(z). Entonces, por el
teorema de los residuos:

/ f(z)dx + f(2)dz = 2mi Resy(1 + i) = 2mi(1 — 15i) = 2n(154+1) (1)
[—R,R] Cr

Haciendo R — oo, aplicamos el lema de deformacién de curvas porque lim, .o zf(z) = 0,
obteniendo: limp_,« fCR f(2)dz = 0. Por lo tanto de (1) deducimos que:

+oo
/ F(@) dz = 27(15 +19).
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Ejercicio 3.

Sea f: € +— C una funcién continua en el abierto 2 del plano complejo C.

A) Probar que los puntos de €2 donde f no es derivable no pueden ser aislados.

(Sugerencia: Asumir hip6tesis de absurdo, y usar el teorema de Cauchy-Goursat.)

B) Sea g € H(Q2) una funcién que no tiene ceros. Probar que el conjunto de los puntos de §2

donde el producto gf es derivable, es el mismo conjunto donde f es derivable.
Z—720

C) Demostrar que no existe el limite cuando z — 2 del cociente incremental y deducir

zZ—z

que f(z) =Z no es derivable en ningin punto del plano complejo. ’

(Sugerencia: Calcular el limite cuando z — zg es real, y cuando es imaginario puro.)

D) Demostrar que h(z) = |z|? no es derivable en ningtin punto diferente del origen.

(Sugerencia: |z|? = 2%, usar partes b y c.)

Solucioén:

Parte A) Por absurdo si en zp € Q la funcién f es continua pero no es derivable, pero es
derivable para todo z € B(zp), calculamos el siguiente limite:

lim (z — 20) f(2) = Zh'rrzl (z—20)f(20) =0
—Z0

z—20

Aplicando el teorema de Cauchy-Goursat deducimos que f(z) tiene una extensién analitica g(z)
en Bc(zp), incluido el punto zp. Como esa extensién analitica es continua, y coincide con f(z) para
todo z # 29, y como f(z) también es continua, deducimos que:

9(z0) = lim g(z) = lim f(2) = f(z0)

Entonces f coincide con g en todos los puntos de B¢(zp), incluido zg. Y como g es derivable en z
porque es analitica, entonces f también lo es, contradiciendo nuestra hipdtesis de absurdo.

Parte B) Como g es analitica en €2, y 29 € €2, entonces g es derivable en zy. Como ¢ no tiene
ceros en §) y el cociente de funciones analiticas cuando el denominador no se anula, es analitica,
deducimos que 1/g es analitica en €2, y por lo tanto 1/g también es derivable en zj.

Si f es derivable en 2y € €2, como el producto de funciones derivables es derivable, se deduce
que gf es derivable en zg.

Reciprocamente, si g f es derivable en zg, como el producto de funciones derivables es derivable,
se deduce que f = (gf) - (1/g) es derivable en z.

Parte C) Cuando z — zp es real, Z — Zgp = z — 29 = z — 29. Entonces:

Z— 20

lim 1
z—zp=a—0, a€R zZ— 20
Por otro lado, cuando z — zg es imaginario puro, Z — zZg = z — 20 = —(z — 29). Entonces:
, Z— 20
lim =-1

z—zo=ai—0, a€R Z— 20

Entonces el limite da diferente si uno se acerca por rectas horizontales o verticales a zy. Concluimos
que: lim,_,, 0 % no existe. Por lo tanto el cociente incremental de la funcién Zz no tiene limite,
y por definicién de derivabilidad, eso implica que Z no es derivable en ningin punto zy del plano
complejo.

Parte D) La funcién z es analitica y no se anula en 2 = C\ {0}. Adems4s |z|> = z-z. Aplicando
lo probado en la parte B) la funcién continua h(z) = |z|? es derivable en los mismos puntos de
Q donde lo es Z. Aplicando la parte C), la funcién Z no es derivable en ningin punto. Deducimos
entonces que h(z) = |2|? no es derivable en ningiin punto de €2, es decir en ningiin punto z # 0.



