SOLUCION SEGUNDO PARCIAL (2 DE JULIO DE 2018)

Ejercicio 1.

Partei). Consideramos F(z) = ze®* *y G(z) = f(z) = ze®* #—1. Vamos a probar que |F(z)—G(z)| <
|F(z)| paratodo z € {z € C: |z| = 1}. Entonces |F(2) —G(2)| = |1| =1y |F(z)| = |ze* % = |z|][e* | =
le® 7

Si z =z +1iy, como |z| =1 se tiene que —1 < z < 1, entonces [e* #| =e* * > 1 yaque a > 1. Porlo
tanto aplicando el Teorema de Rouché se tiene que el niimero de ceros de F'y G = f son iguales. Como
el nimero de ceros de F' (z = 0) es uno entonces el nimero de ceros de f es uno.

Parte ii). Un simple cdlculo muestra que si zq es raiz de f entonces Zj es rafz de f. Como por la parte
i) hay una unica raiz, entonces zp = Zy. Lo que implica que 2y es un ndmero real.

Ejercicio 2. Parte 1). Para los z € C tales que 2" + a™ # 0, f es holomorfa ya que es cociente de
funciones holomorfas. Si zy es tal que 2z} + a™ = 0, entonces lim,_, ., f(z) = co. Lo que implica que zj es
un polo.

Parte 2). Si consideramos h(z) = 2™ + a™ se tiene que k' (z) = nz""1. Por lo tanto
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donde Ny, es la cantidad de ceros de h en el interior de 7. Como N, =0si R < |a| y Nj, =n si R > |al,

se concluye que
0 si R <lal,

[ 1z =
g 2 si R > |al.
Parte 2).

Ejercicio 3.Ver notas de teérico.

Ejercicio 4. Ver notas de Eleonora Catsigeras capitulo 16, pagina 175.



