Solucion 2do Parcial de Funciones de Variable Compleja

3 de julio de 2017

Ejercicio 1
(22 — n2)?

i. Sea fi(z) = Heosz 1"

f1 tiene un cero de orden 2 en 7 y otro en —7 ya que (22 — 72)? = (z — 7)%(z + 7)2.

Por otro lado, cos z—1 se anula siempre que z = 2km con k € Z. En un entorno de z = 2k, el desarro-
llo en serie de potencias de cosz—1es y | M2k 2km)2 Y0, (CORES LI

n: n= n!
finiendo, para cada k € Z, gy (z) = S0, (G (==2km) 70 7

o — , se tiene que (cos z—1)? = (z—2km)*gx(2)?

donde gy, es holomorfa, y gi(2k7m) # 0. Luego, f1 tiene un polo de orden 5 en 0, y de orden 4 en 2k,
vk # 0.

1

= —1 1
ii. Sea fa(z) = ﬁ. Los ceros de f3 se dan cuando ez = 1, es decir, z = ﬁ conk e€Zyk#D0.
z(2%2 —
Estos ceros son de orden 1, ya que:
1 E B
ez —1 32k°m°
lim = 0
gt 2(22 = 1) (2 — 5) (1 +4k272) 7
Por otro lado, es claro que f5 tiene un polo simple en z = 1 y otroen z = —1 ya que lim, 1 | f(2)| = oo,
lim,1(z —1)f(2) = %. Probarlo para z = —1 es andlogo.

Veamos ahora que z = (0 es una singularidad esencial.
Tomando z € R, se tiene que lim,_,g+ fo(z) = 4o00. Por otro lado, si consideramos la sucesién

Zn = ﬁ, se tiene que lim,, o 2, = 0, y lim,, o f2(2,) = 0 ya que fa(z,) = 0 Vn € N. Por lo tanto,

Hlim, 0 f2(2). Ademsds, fy no estd acotada en ningin entorno de 0, de donde concluimos que tiene

una singularidad esencial en z = 0.

Ejercicio 2

it 1 =it 2
(a) Observemos primero que cos?t —sin®t = 2cos?t — 1 = 2 <+2> —1=

/Rcoszt—sinztdt_l/R et dt—i—l/R e‘2itdt
0 1+t 2 )y 14t 2 Jo 1+t4

1 R 2iz
:7/ L 3
2 _R1+Z4

donde la dltima igualdad sale de hacer el cambio de variable z = —t en el segundo sumando.

Consideremos la curva yg = [—R; R] U Sg orientada en sentido antihorario, donde Sg es el arco de

circunferencia de radio R, que une los puntos R y —R en el semiplano positivo.
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La funcién f(z) = 1144 tiene cuatro polos simples (e, e , e 1 , e"1 ), siendo holomorfa en el
z

complemento de los mismos.

Luego, por el teorema de los residuos, se tiene que / f(z)dz = 2mi (Res(ﬁe%) + Res(ﬁegr))
TR
3im i

puesto que Ind,,(e®) = Ind,,(e*) =1y IndWR(e&T") = Ind,, (e

7im

#)=o.

Operando, obtenemos:

im ’ am 1+7, \/571 .
Res(f,e®) = 1im (s — eF)f(z) = — L Levaien
ze'd 42

it i 1—4 ]
Res(f,e'¥) = lim (2 —e'¥)f(z) = —ze V20
P 42

Por lo tanto,

[m f(z)dz = %e*\@ (sin\/i + cos \/§>

21z

dz = 0.

Por otro lado, como lim|, |, 1—5-% = 0, el Lema de Jordan nos dice que lim

R—o0 SR 1 + Z4
R o212 e2iz o212
Luego, dado que / ——dz = / ——dz — / ———;dz, tenemos:
rl4+z e l+z sp 142

R 621'2 T
lim ﬁdz = L V2 (sin V2 + cos \/5)

1 (B e2is R cos?t —sin’t¢
Recordando que — / ——dz = / ————dt, concluimos que

+oo 2 102
cos“t —sin“¢ T 5
dt = e (sm\/i—l—cos \/i)
/0 1+ 2\/5

Sea log : C\ {zi: x <0} — C tal que logz = log |z| + iarg(z) donde log|z| es el logaritmo neperiano

real, y definimos arg : C\ {zi: 2 <0} — (55 %’T) De este modo, log z es holomorfa, y por ende, la

2
., z*logz . .
funcién f(z) = Tt holomorfa en C\ {zi : < 0} menos en sus cuatro polos simples, que son
z
i 3mi 5mi T
ei,e s, ex, e .

Consideramos la curva yg, = [r; R]JUSgr U[—R; —r]U S, orientada en sentido antihorario, donde Sg
(resp. Sy) es el arco de circunferencia de radio R > % (resp. 0 <1 < %) que va R a —R (resp. de
—r ar) en el semiplano positivo.

3im

7)) pues

Por el teorema de los residuos, se tiene que / f(z)dz = 27ri(Res(f,e%) + Res(f,e

YR,r
3im S5im Tim

Indy,(eF) = Indy, (e*F) = 1y Ind,, (e"7) = Ind,,(e5) = 0.

Aplicando la férmula para calcular residuos, obtenemos:

s iT ].+Z
Res(f,e) = lim (z— eF)f(z) = —Lr
z~>el4 16\/§

3im i 171
Res(f,e 1 )= lim (z—e*)f(z2) = 3T

(™) = tim (=1 = 1

Luego:



A su vez, parametrizando los segmentos con « : [r,R] = [r, R], a(x) =z y B : [-R,—r] = [-R, —7],

B(z) = z , tenemos:

R 2 —-r 2 .
z?logx z*(log |z| + im) /
dz = d ————d d d
f(z)dz / 14zt x+/_R 1+x4 T S st(Z) ’

R _2 —r
z°logx
= 2 d L )d d
/r T3 ot :c—i—/R T x—l—/ f(z)dz + SRf(z) z

Por lo tanto,

r?logx m(1+2) 1( [T
/T 1+x4d 573 _Q(W/Rl dx—i—/ f(z)dz + SRf(z)dz)

Ahora, es fécil ver que lim. .0 2f(2) = 0 y que lim|,|_, 1 2f(z) = 0, por lo que los lemas de defor-

macién de caminos implican que lim, o [ f(2)dz =0y limp_, oo fSR f(2)dz = 0.

- 2 2 1
Finalmente, como / Lzldx y / ifdm son integrales reales, haciendo tender r a0y R a
—R 1 +x r 1 +x

—r 2
400 , necesariamente T / ﬁdx tiende a I'm (
—R i

72 (1 + 2i)
8V2

oo 221 2(142i
/ x ngda: _ Re <7T( + z))
0 I+ 8v/2

82

> , de donde:

Ejercicio 3
Las soluciones en D(0, 1) de la ecuacién e* = 42™ son los ceros en D(0, 1) de la funcién f(z) = e* —4z™.

Esta tltima es holomorfa en C y no tiene ceros en 9D(0, 1), ya que si z € 9D(0,1),

If ()] = []e”] = [4z"]| > 4 —e

A su vez, la funcién g(z) = —42" también es holomorfa en C y no tiene ceros en 9D(0,1).

Finalmente, observando que para z € 9D(0,1)

1f(2) =g(z)| = [e*| <1 <4 =]g(2)]

podemos concluir, en virtud del teorema de Rouché, que f y g tienen la misma cantidad de ceros (contados

con multiplicidad) en D(0,1), es decir, n, ya que g tiene un unico cero en z = 0 de orden n.

Ejercicio 4

(a) Como ¢ es una primitiva de 1/z en A°, entonces:

para toda curva vy C A€ que una el —3 con el 3. Tomemos por ejemplo la semicircunferencia parame-

trizada por (t) = 3¢ con t € [, 27]. Entonces:

1 21 - gt
/;dz:/ ’;t dt =it = (3) — p(=3) = in = p(—3) = p(3) —ir =1 — ir
vy T



(a)

Calculemos ahora fﬁ/ ©, siendo 7 una curva simple contenida en A¢ que une el —3 con el 3. Si ()

con t € [a,b] es una parametrizacién de la curva, entonces:

b b b
/ o(z)dz = / oL B14(0) dt = (B (0] | / 3(t) dt = ~(b)e [y(B)] ~ (@) (@) +(a) (D)

donde en la segunda igualdad se integré por partes y se usé que ¢'(z) = 1/z. Usando que v(a) = —3,
v(b) =3, p(=3) =1 —ir y ©(3) =1 resulta:

[ch(z) dz = —3im

Escribamos ¢ como su desarrollo en series de potencias centrado en 3:
S0// 3
o(2) = p(3) + ¢'(3)(z — 3) + 2( )(z -3 +...
Usando que ¢(3) = 1y que ¢'(z) = 1/z, resulta:
1 1 1 1
=1+-(2—-3)——(2—-3)2 =1 -3 |==-=(2-3
p)=1+3(-3) - -3+ =1+ (-3 |5 - (-3 +

Llamando

(V=3 -15G-9+

A R T

tenemos que:

p(z) =1+ (2= 3)g(2) (1)

donde g es holomorfa en un entorno de 3 y ¢(3) = 1/3. Asi:

p(z) —1=(2-3)9(2)

por lo que ¢(z) — 1 tiene un cero de orden 1 en 3. Si consideramos
1 1
fz) = 2 7= 2 2
(@(2) =17 (p(z) =1)7 (p(2) +1)

entonces f tiene un polo de orden 2 en 3. Usando la igualdad (1) resulta:

1

(P T R e

El residuo de f en 3 puede calcularse como h’(3), siendo h(z) la extensién holomorfa de (z — 3)2f(z).

Asf:
1

9(2) [2+ (= = 3)g(2)]”

h(z) =

Derivando obtenemos:
W () = G922+ (2= 3)9(2)] +9(2) [9(2) + (2 — 3)g'(2)]
P*(2) 2+ (= = 3)g(=2))°
Usando que ¢g(3) = 1/3 y que ¢'(3) = —1/18, concluimos que h'(3) = 0 y por lo tanto el residuo de
fen3esO.

Ejercicio 5

Ver tedrico.



(b)

k

Si f tiene un cero en a de orden k, entonces existe un disco D(a,r) en el que f(z) = (2 —a)"g(z) con

g € H(D(a,r))y g(2) # 0 en el disco. Entonces, para z € D(a,r) — {a}:

1 1
fz) (z=a)ty(z)

Asi, como ﬁ — 0o cuando z — a, resulta que 1/f tiene un polo en a. Adem4s:

1
fm(z —a)f—— = lim — = —
zlﬁa(z @) f(2) Zlﬁa 9(z)  g(a) 70

por lo que el polo es de orden k.

Reciprocamente, si 1/f tiene un polo de orden k en a sabemos que 1/f € H (D(a,r) — {a}) para
algin radio r y ademaés:

Zh’_r}r}l(z—a)kﬁ =a#0

Si definimos en D(a,r):

« siz=a

{ (zfa)kf(lz) siz#a

entonces h es continua en D(a,r) y holomorfa en D(a,r) — {a}, por lo que es holomorfa en todo el

disco. Ademsds, si r es suficientemente chico, h no se anula en D(a,r), por lo que:

1

= Z—ak—

con 1/h € H(D(a,r)) y 1/h(a) = 1/a # 0. Entonces f tiene un cero de orden k en a.

Si f tiene un polo de orden k en a, entonces:

lim f(2)(z —a)* =a #0

z—a

Definiendo:

« siz=ua

z—a)f(z siz#a
W):{< V) siz#

resulta que ¢ es continua en 2 y holomorfa en 2 — {a}, por lo que es holomorfa en todo Q. Entonces:

1) = 2L

(z —a)*
con p € H(Q) y pla) =a #0.

Si ahora se cumple que f(z2) = % con ¢ € H(Q) y p(a) # 0, entonces:

lim f(z) = o0

z—a

por lo que f tiene un polo en a. Ademaés:

lim f(2)(z — a)* = p(a) # 0

z—a

por lo que el polo es de orden k.



