Segundo Parcial de Funciones de Variable Compleja.
Soluciones.

3 de julio de 2006.

Ejercicio 1. Sea
1

1@ = e

Parte a): Encontrar el desarrollo en serie de Laurent de f en la corona D}(i) = {z € C:
0 < |z —i| < R}; y hallar el médximo R > 0 para el cual dicha serie es convergente para todo
z € Dy(4).

Solucién: z = i es un polo de orden 2 de f(z) (porque es un cero de multiplicidad 2 del
denominador). Entonces la serie de Laurent centrada en z = i es de la forma:

“+oo

[e) = am(z—0)" V2 € Dili) (1)

m=—2

Hay que determinar los coeficientes a,, para todo m entero m > —2.
Por un lado la igualdad (1), donde la serie de Laurent de f converge a f(z), se verifica para
R > 0 tal que f es analitica en D% (7). El maximo valor R > 0 que cumple lo anterior es R =
dist (i, —3i) = |i — (=3i)| = |4¢|] = 4, ya que f es analitica en C\ {7, —3i}. Concluimos que el
maximo R > 0 para el cual la serie de Laurent de f en la corona D%(4) es convergente, es R = 4.
Ahora hallemos esa serie de Laurent para z € Dj(i); es decir para z tal que 0 < |z —i| < 4.

RO S SR WS V/(0)
) = isira o v enm P

Llamando u = (z —4)/(47) como |z —i| < 4 se cumple |u| < 1. Recordando que la suma de una

serie geométrica de razén —u es 1/(1 4 u) cuando |u| < 1 se obtiene:

1 T - T e O L e L <Y O R
1+ (z—14)/(4i) 1+u _g(_“) _; 4nijn _;) 4n (3)

En la dltima igualdad de (3) se us6 que —1 =1 - 4; luego i = (—1)/i.
Sustituyendo (3) en (2) se obtiene:

1 1 XX (z—i)n .+Ooi”z—z'”—2
- S UG - B

Tomando como indice m = n — 2; es decir n = m+ 2 con m > —2 entero (para que n > 0), resulta
de (4):

Rz — ) X (=1)i (4)m42 X (§)mHL
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Entonces, los coeficientes del desarrollo de Laurent de f centrado en el polo z =i son:

,L'm+1

am =0sim< -2, am sim>-2. O

~ ym+3
Parte b): Calcular los residuos Resf(i) y Resg(—3i). Calcular la integral f7 f(2) dz, siendo
v el camino cerrado v = [—r,r] + S, donde r es real, r > 1, y S, es la semicircunferencia
2(t) =ret, 0 <t <m.
Solucién: Res f(z) = a_1 donde a_q es el coeficiente a,, calculado en la parte anterior para

m = —1.
,L'fl+1 1 1

T4 T 216

Para calcular el Residuo de f en —3i observemos que —3i es un polo simple de f (porque es un

Resy(i)

cero de multiplicidad 1 del denominador de f). Recordemos la férmula de derivadas para calcular
residuos: si a es un polo de orden k entonces

(= = a)* F()* D |:—a

Resf(a) = o1
En nuestrocaso k=1y a = —3i
. . 1 1 1 1 -1
Resy(=3i) = (2 + 3i) f(2) |2=—3i = G2, = = = = nE =7 =16

Concluimos que

Resy(i) = %, Resy(—3i) = 6 (%)

Ahora calculemos [ f(2) dz.

El camino v es el segmento [—r,r| del eje real, recorrido de izquierda a derecha, mas el arco
de circunferencia S, con centro en el origen que va de r hasta —r en el semiplano I'm(z) > 0.
Como el radio r > 1, la curva =y encierra al polo z = i, dando una vuelta en sentido antihorario al
alrededor de él. Entonces Ind, (i) = 1.

El otro polo de f es z = —3i que estd en el semiplano I'm(z) < 0, luego estd en el exterior de
la curva 7. Entonces la curva v no da ninguna vuelta alrededor de z = —3i e Ind,(—3i) = 0.

Aplicando el teorema de los residuos y el resultado (*) resulta:

1

2mi

. . . ) 1 -1 1
Lf(z) dz = Resf(i)Ind (i) + Resf(—3i)Ind,(—3i) = T 1+ 6 0= 6

Multiplicando por 27¢ se concluye:

2mi
Parte c): Calcular

+oo +r
/ f(x)dx = lim f(x)dx

—
oo r—-+00 _r



Solucion: Por el resultado obtenido en la parte anterior:

:Af(z)dzz/[_r,r}f(Z)dz—i—/Srf(Z)dz: @ der/ fle

Tomando limite cuando 7 — 400 en la igualdad anterior, resulta:

“+oo

— = flx)dx + hm/f (5)

8 oo r—-+o00

Por el lema de deformacién de curvas, como:

’ _ ? z —
Y 2f(2) = Mmoo e T
se obtiene:
lim / f(z)dz =
r—+00 Sy

Sustituyendo en (5) se concluye:

7;:/_—:Of(x)d:c. O

Parte d): Deducir que

/+oo 3 — 22 v
de = —
oo (@24 1)%2(22+9) 8
(Sugerencia: Hallar la parte imaginaria de f(z) cuando x € R y usar la parte c.)
Solucién: Si x € R entonces:

Im(f(z)) = Im <(x - ¢)21(x + 32‘))

T 17 2 T — 3
Im(f(z)) = Im <(5321 P S3>> )
Im((z? — 1 + 22i)(z — 31))
(22 +1)*(2* +9)
—32° +3+22° 3"
@+ 122 +9) (224 1)2(a? 1 9)

Im(f(x)) =

Im(f(x)) =

Luego:

/+oo 3 — g2 dr — lim +T[m(f(x))dx = lim Im |:/+Tf($) d:L':| =

—00 (x2 + 1)2($2 + 9) r=teo )y r—=+00 —r

:Im{ Ifm +rf(a;) dw] = Im [/M £(z) daz] =Im [7;] - g O

—
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Ejercicio 2. Sea la siguiente funcién compleja de variable real t:
—t
F=1-del=€¢") y>o
y sea F'(p) su transformada de Laplace.

Parte a): Probar que F(p) converge en el semiplano {Re(p) > 0}.
Solucién: Sea F(p) = 0+°O f(t)e Pt dt. Probemos que esa integral impropia es absolutamente

convergente si Re(p) > 0. Es decir:
“+oo
A probar: / |f(t)e P!| dt converge. (1)
0

Como toda integral impropia absolutamente convergente es convergente, eso probara que F'(p) es
convergente si Re(p) > 0 como queremos.

Para probar que la integral en (1) converge, aplicaremos el criterio de comparacién de integrales
impropias, acotando superiormente el integrando |f(t)e | < g(t) con una funcién real g(t) cuya
integral impropia f0+°° g(t) dt sea convergente.

e = [(1—i)e =€) = 1 —i|e (L =€) =Rt (9

_ et e
1=¢™) es un real positivo (porque es una
exponencial con exponente real: en efecto t es real y entonces el exponente 1 — e~! toma valores

En la dltima igualdad de (2) hemos usado que e

reales); y que el médulo de e Pt es e Re(p)t,
Por un lado en (2) tenemos |1 — i| = /2.
Ademés como 0 < t < 400 se cumple 1 > e~% > 0; luego 0 < 1 —e~! < 1, de donde

eoge(l_eit) <el=e
Sustituyendo en (2) resulta:
[f(D)e | <V2e- e W = g(t)

Probemos ahora que fooo g(t) dt es convergente. Como /2 e es constante, alcanza probar que

/ Rt gy (3)
0

es convergente cuando Re(p) > 0. En efecto:

t=+o00 B 1 1fmt~>+oo e—Re(p)t B 1 (4)
=0 Re(p) Re(p)

o0 —1
—Re(p)t dt = — —Re(p)t
e = e
/0 Re(p)

En la tltima igualdad de (4) hemos usado que Re(p) > 0 y por lo tanto lim; ., o, e~ Fe®t = .
La igualdad (4) prueba que la integral (3) es convergente como queriamos demostrar. [J
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Parte b): Probar que para todo p complejo en el semiplano {Re(p) > 0} se cumple
F(p+1)=pF(p)—1+i

(Sugerencia: Probar que para todo t > 0 se cumple f'(t) = e tf(t).)
Solucién:

P =@ = ) e = ) (e = £ ()

Aplicaremos la transformada de Laplace a las funciones en ambos miembros de la identidad
(5). Se obtiene:

LF®)(p) = L F(D)) ) (57)
para p en la interseccién de los semiplanos de convergencia de las transformadas de Laplace de

ambos miembros de la igualdad.
Recordemos la formula de la transformada de Laplace de la derivada:

L(f(t))(p) = pF(p) — £(0) si Re(p)>0 (6)

Recordemos también la férmula de la transformada de Laplace al multiplicar por e®:

L™ f(t)(p) =F(p—a) siRe(p) > Re(a)
En particular para o = —1 resulta:
L' ft)(p)=F(p+1) siRe(p)>-1 ()
Sustituyendo (6) y (7) en (5*) resulta:
F(p+1) =pF(p) — f(0) si Re(p)>0 (8)

En la igualdad (8) hemos usado que la interseccién de los semiplanos Re(p) > 0y Re(p) > —1 es
Re(p) > 0.
Calculemos el nimero f(0):

fO)=(1—i)et—e™) t:(]:(1—7;)e(1—€_0):(1—i)e(1—1):(1—1)60:1—1'

Entonces, sustituyendo f(0) =1 —i en (8) resulta:
Flp+1)=pF(p)—1+1i si Re(p) >0. O
Parte c): Probar que F(p) tiene una extensién analitica G(p) al abierto
{Re(p) > =1} \ {0}

Sugerencia: Usar la parte b) para definir G(p) cuando Re(p) > —1 y p # 0, conociendo F(p + 1).
Solucién: Por el resultado de la parte b) se tiene:

F(p+1)=pF(p) — 141 si Re(p) >0



Por lo tanto, despejando F'(p) se deduce que:

Flp+1)+1—i
p

F(p) = si Re(p) >0 (9)
Observamos que F'(p+1) estd definida y es analitica para todo p tal que Re(p+1) > 0, porque F(q)
estd definida y es analitica (por ser una transformada de Laplace) para todo ¢ tal que Re(q) > 0,
como fue probado en la parte a). Luego F(p + 1) esté definida y es analitica para todo p tal que
Re(p+1) = Re(p) + 1 > 0, es decir Re(p) > —1.

La igualdad (9) vale solo para Re(p) > 0, pero de lo anterior concluimos que el segundo
miembro de la igualdad (9) estd definido y es funcién analitica para todo p # 0 (para que no se
anule el denominador) tal que Re(p) > —1. Es decir:

Flp+1)+1—i
p

es analitica si Re(p) > —1, p#0 (10)

Entonces podemos definir la funciéon G(p) de la siguiente forma:

Flp+1)+1—i

G(p) = )

si Re(p) > -1, p#0 (11)

Las igualdades (9) y (11) dicen que
G(p) = F(p) si Re(p) >0

Esto ultimo significa que GG es una extension de F'.

Ademads por (10) y (11) G es analitica en {Re(p) > —1} \ {0}.

Concluimos pues que G es una extensién analitica de F' al abierto {Re(p) > —1} \ {0} como
queriamos demostrar. [

Parte d): Probar que G(p) tiene en p = 0 un polo de multiplicidad 1.

(Sugerencia: Probar que lim, .opG(p) = F(1)+1—14#0.)

Solucién: Primero observemos que a es una singularidad aislada de G porque G es analitica
en el abierto {Re(p) > —1} \ {0} que incluye al entorno pinchado D5 (0).

Tomemos limite cuando p — 0 en la igualdad (11) de la parte c):

Flp+1)+1—i

G(p) = ) si Re(p) > —1, p#0 (11)
lim G(p) = lim Flp+1)+1-i =00 (12)
p—0 p—0 p

Para deducir (12) observamos que el numerador F'(p+1)41—1 tiene limite igual a F/(1)+1—i € C
cuando p — 0 porque F'(q) es analitica, y por lo tanto continua, en el semiplano Re(q) > 0 que
incluye al puntog=p+1=1.
Es decir:
Il}gr%)F(p+1)+1—i:F(1)+1—i:€C (13)
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Para terminar de probar (12) falta demostrar que F'(1)+1—1i # 0, es decir que F/(1) # —1+1.
Por absurdo, si fuera F'(1) = —1+1, como F'(1) es la transformada de Laplace F'(p), cuando p = 1,

de la funcién f(t) = (1 —1i)e 1- eit), se tendria:
—+00 —t
F(1) :/ (1—ied =€ e tar = 144
0

Dividiendo entre 1 — 4:

400 _
/ e(l_e t)e_tdt:—l
0

Esta ultima igualdad es una contradiccién, porque la integral de la izquierda es positiva (al ser la
integral de una funcién real positiva) y el nimero —1 a la derecha es negativo. Esto termina de
probar la igualdad (12).

De (12), por definicién de polo (singularidad aislada tal que lim, .o G(p) = 00), se deduce que
el punto p = 0 es un polo de G.

Ahora probemos que su multiplicidad es 1.

La multiplicidad & de un polo a de una funcién G(p) es el natural k > 1 tal que

lim (p — a)*G(p) = X e C\ {0}

p—a
En nuestro caso, con a =0y k = 1, usando (11) y (13) se obtiene:

lim pG(p) = lim F(p+1) +1—i=F(1)+1-i=\eC
p— p—

Ya probamos que A = F((1) + 1 —i # 0. Luego A € C\ {0} como queriamos demostrar. [J



Ejercicio 3. Sea D3(0) = {z € C: |z| < 2}. Sea § una regién abierta tal que D2(0) C Q. Sea
f € H(Q2) no constante y tal que

|f(2)] =3 Vztal que |z| =2.

Parte a): Probar que f tiene al menos un cero o € D5(0).

Sugerencia: Usar el principio del médulo méximo para acotar superiormente |f| y |1/f] en
D4(0).

Solucién: f es analitica en la regién 2 C Dy(0) y no es constante. Entonces, por el principio

del mdédulo méaximo:

max z)| = méax 2) =3 (1
i [7G)| = _mix =3 (1)

Por absurdo, si f(z) no tuviera algiin cero en D5(0), como tampoco tiene ceros en 9D2(0) (porque

|f(z)] = 3si|z] = 2) entonces 1/ f(z) serfa analitica en un abierto que contiene a Dy (0). Podriamos
entonces aplicar el principio del médulo méximo a 1/f(z), obteniendo:
1 1 1
max = max == (2

eDy(0) [f(2)]  zeoD2(0) | f(2)] 3

De (2) se deduce

z € Dy(0) = = |f(2)| >3Vze€ Dy(0) (3)

1
3
Pero de (1) se deduce

[f(2)| <3Vze Da(0) (4)
Entonces, de (3) y (4) se obtiene:

[f(2)] =3 Vz e Dy(0)

Esto implica que |f(z)| tiene un maximo local en todo z € D3(0). Por el principio del médulo
méximo f(z) es constante en la regién (2, lo cual contradice la hipdtesis de que f no es constante.
O

Parte b): Sea a € D2(0) un cero de f. Se define la funcién

h(z) = 7_04 VzeQ)\ {a}
Probar que |h(z)] =3 Vz tal que |z| = 2.
(Sugerencia: Considerar |h(z)/Z| para |z| = 2.)

Solucién:
hz) _f@E-a2) _flz) 4-az

z 2Z(z — «) 2 ZzZz—az

Pero si |z| = 2 entonces Zz = |2|? = 4. Sustituyendo en (5) se deduce:

h(f) f(z) 4—az

2 4 — oz

si|z] =2
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Luego:
h(2)| _ 1f(2)] |4 -z
IZ| 2 |4 — az]

si|z]=2 (6)

Sabiendo que |f(z)| = 3 si |z| = 2 y ademds que 4 — @z es el conjugado de 4 — oz (y por lo tanto
tienen el mismo médulo), se obtiene de (6) la siguiente igualdad:

[h(2)]

2|

3
=— si|z]|=2
5 S ||

Como |z| = |z| = 2 se deduce
|h(z)| =3 si|z|=2 O
Parte c): Probar que la funcién h de la parte b) tiene una singularidad evitable en z = «, y

que si a es un cero simple de f entonces no es un cero de la extensién analitica de h.
Solucién: Siendo 1 la multiplicidad del cero a de f, se cumple:

tfm 1)

Z—a g — QU

=XeC\ {0}

De donde:

4 - 4@ 4 —|af?
lim h(z) = 1 L&) AZ02 _\4-da  jd- ]l

z—a ooz — o 2 2 2

=peC (7)

Entonces « es una singularidad evitable de h(z), y por lo tanto existe una extensién analitica (que
seguimos llamando h(z)) a z = a.

Tenemos entonces h € H(2). Ademés como A # 0y |a| < 2 (porque a € D5(0)), de (7) se
deduce que h(a) = p # 0. Entonces a no es cero de h. [

Parte d): Si ademds se sabe que la funcién f es inyectiva, probar que la funcién h de la
parte b) es constante para todo z € Q. (Sugerencia: Usar la parte c). Probar que h no se anula en
D5 (0), usar las partes a) y b).)

Solucién: Por la parte a) sabemos que f(z) tiene algin cero o € D2(0). Como f es inyectiva
entonces « es el tinico cero de f y es simple (porque f'(a) # 0 ya que toda funcién analitica en 2
inyectiva, cumple f’(z) # 0 para todo z € Q).

Aplicando la parte ¢) tenemos la funcién h, analitica en € y tal que « no es cero de h.

Los ceros de B
f(z) 4—az

hiz) =222 2 =%

(Z) 2 Z—«

son, o bien los ceros de f, o bien los ceros de 4 — @z.

Los ceros de f son uno solo: z = a porque f es inyectiva; pero por la parte ¢) a no es cero de
h.

Los ceros de 4 — @z son solo z = 4/a si a # 0. Pero |4/a] = 4/|a| > 4/2 = 2 (porque |a| < 2).
Entonces 4/a& ¢ D»(0) y concluimos que

h(z) no tiene ningin cero en D2(0) (8)



Queremos demostrar que h es constante en ). Por absurdo, si h no fuera constante en )
entonces, como |h(z)| = 3 si |z| = 2 (por la parte b), se puede aplicar el resultado de la parte a)
a la funcién h(z) en vez de f(z). Se deduciria que

h tiene al menos un cero # € Dy(0) (9)

La afirmacién (9) contradice a (8), con lo que llegamos a un absurdo. [
Parte e): Encontrar todas las funciones f enteras e inyectivas tales que |f(z)| = 3 si |2]| = 2.
Solucién: Por la parte d) la funcién

h(z) = JREREZ Y _ i constante V2 € Q=C

(10)

Pero f es entera: luego no tiene polos; entonces @ = 0 , de donde se deduce que o = 0. Sustituyendo
en (10) se obtiene:

Z=Cz

N

f(z) =

donde ¢ es una constante. Como |f(z)| = 3 si |z| = 2 se concluye que la contante ¢ verifica:

3
3=|c|2 = |c|:§

En definitiva, todas las funciones enteras e inyectivas tales que |f(z)| = 3 si |z| = 2, son de la
forma f(z) = cz donde ¢ es una constante con médulo 3/2. O
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