Solucién Primer Parcial 2016
Funciones de Variable Compleja

Ejercicio 1. Ver tedrico.

Ejercicio 2.

a)

b)

e* = et = e%(cos(y) + isen(y))
L(z) = L|z| + iarg(z), arg(z) € [0,2m)
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Dado que la funcién e* es holomorfa en C, lo cual es un conjunto simplemente conexo, por el
teorema de Cauchy global la segunda integral vale cero. Luego por la definicién de indice o por la
férmula de Cauchy se obtiene que la primera integral vale 27i. Otra forma para calcular la primera
integral, es utilizando que la integral en  es igual a la integral en una circunferencia C de centro 0
y radio r orientada en sentido antihorario, como consecuencia del teorema de Cauchy. En ese caso:
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Veremos otra forma para calcular la integral, sin usar el teorema de Cauchy ni la definicién de
limite.

Por dltimo:

Para calcular la segunda integral podemos utilizar que e* tiene primitiva en C y por ser una
curva cerrada la integral vale cero. Para la primera integral, la primitiva de % es L(z), sin embargo
esta funcién es una primitiva en todo el plano complejo menos en una semirecta con origen en
cero. Si definimos el argumento del logaritmo entre [0, 27) la funcién % no tendrd primitiva en la
semirecta de los reales positivos. Dado que la curva pasa por la semirecta en el punto 1 no podemos
usar la regla de Barrow. Observar que dado que la curva rodea el cero, no importa en cual sea la
semirecta donde no tenga primitiva, siempre y cortara esa semirecta.

Para calcular esta integral procederemos de la siguiente forma. Separaremos la curva -y en dos
curvas 71 y 72 como se muestra en la siguiente figura.
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Para la segunda integral podemos utilizar la regla de Barrow.

% = L(ZQ) — L(Zl)
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Sea € = long(v1), para la primer integral tenemos que:
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Podemos deducir que el limite da cero ya que 1/z estd acotada en ;. Cuando € tiende a cero,
tenemos que tanto zy como z; tienden a 1,el primero acercandose por debajo del eje real y el
segundo por arriba. Por lo tanto:
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Alcanzando el mismo resultado que con el método anterior.
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El indice representa la cantidad de vueltas que da la curva ~ al rededor de a. En sentido antihorario
se considera positivo y en sentido horario se considera negativo.

Podemos relacionar esta integral con la cantidad de vueltas usando el segundo método para
resolver la parte b). Si ahora tenemos una curva que da n vueltas al rededor de a y queremos
calcular la integral de ﬁ, podemos proceder de forma andloga y obtendriamos que por cada vez
que corta la semirecta donde la funcién no tiene primitiva se suma (o resta dependiendo el sentido)
27i. Dando como resultado a la integral 2.

Ejercicio 3. Ver tedrico.

Ejercicio 4.

a) Counsideremos las siguientes curvas:
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Por el teorema de Cauchy podemos deducir que dado v C C — {4,0,—i/2} una curva cualquiera
se cumple que:

/f(z) dz = ind(vl,i)/ f(z) dz+ ind(wl,O)/ f(z) dz +ind(m, —i/2)/ f(z) dz.

Llamaremos A = / f(z)dz, B= / f(z)dzy C= / f(2) dz. Por lo tanto:
a1 (63} a3

fwlf(z)dz:A—B—C':ﬂ'
[, fz)dz=2A+C=m = A=-m, B=-5mr, C=3r
fv?’f(z) dz=—-B—-C=2r

Por dltimo:

/f(z)dz:A—B+C=77r.

b) f no puede extenderse de forma continua ya que en ese caso las integrales en las curvas ag,as y
asg tendrian que valer cero.

Ejercicio 5.

a) Ver tedrico



b)

az+b

Sea T'(z) = con a,b,c,d € Cy ad — bc # 0. Debe cumplir que:
cz+d
T(1) =22 =1
T(-1)=%2=-1 = a=—id, c=b, d=—ib.
T0)=21t=i
Escogiendo b = 1 tenemos que:
—zi+1
T(z) = ——.
(2)=——

Como en la parte anterior escogimos tres puntos del eje real y T los transformé en tres puntos
no alineado, por la parte a) deducimos que T transforma en el eje real en una circunferencia a
la cual deben pertenecer los puntos 1,-1 e i. La circunferencia que contiene esos tres puntos es la
circunferencia de radio 1 centro cero.

Si consideramos el eje real orientado hacia la derecha, la circunferencia queda orientada en
sentido horario. Dado que las transformaciones de Moebius conservan la orientacién del plano, la
imagen de lo que esta a la derecha del eje real también quedard a la derecha de la circunferencia.
Por lo tanto T transforma el semiplano inferior en el disco D.



