Funciones de variable compleja
Primer parcial, 4 de mayo de 2015
Resolucién
Problema 1.
(14 puntos)

a. La idea es definir un campo (P, Q) irrotacional en Q usando que u es armoénica. Para ello
tomemos P(z,y) = —uy(z,y) y Q(z,y) = uz(x,y). El rotor del campo (P, Q) es

Q$_ y:uxx+uyy:0

ya que u es armonica. Como () es simplemente conexa, el campo tendra que tener un potencial

escalar, es decir, debe existir una funcién escalar v(zx,y) tal que Vo = (P, Q):

Vv =(P,Q) & (vz,vy) = (P,Q) & P(z,y) = ve(2,y) y Q) = vy(2,y)

Esta v sera la parte real de la f holomorfa que estamos buscando. En efecto, definamos
f(z) =u(z,y) +iv(z,y) con z = x + iy y verifiquemos que f estd en las hipdtesis de Cauchy-
Riemann. Por un lado u y v son funciones C? (u por ser arménica y v porque su gradiente
est4 compuesto por las parciales de u). Esto implica que son funciones C!, que es la primer
condicién que debe cumplirse para que se aplique el teorema de Cauchy-Riemann. La segunda
es que se verifiquen las ecuaciones:

Uy = Uy
Uy = —Ug
Estas se verifican por la misma definicién de v, ya que v, = P = —uy, y vy = Q = uy,

probando lo que se pedia.
b. Verifiquemos que u es arménica para aplicar la parte anterior:

Ugz + Uyy = 62 — 62 =0

Por lo tanto, el teorema anterior nos dice cémo construir la funcién holomorfa f: su parte

imaginaria v debe verificar las ecuaciones de Cauchy-Riemann:
Uy = vyﬁvy:SxQ—SyQ
Uy = —Vgp & Uy = 6y — 2

Integrando la segunda respecto a z se tiene que v(z,y) = 322y —2x+g(y). Derivando respecto
a gy e igualando a la primer ecuacion:

vy =32 +4'(y) =32> = 3y° = ¢'(y) = -3y* = g(y) = > + K
por lo que v(z,y) = 32%y — 22 — y> + K. El valor de K se obtiene imponiendo v(—1,1) = —2:

v(-1,1)=4+K=-2=|K=—6|

Dado que u y v son C* en todo el plano, f sera holomorfa en todo C.
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Problema 2.
(13 puntos)

a. Queremos probar que existe y es unica la Transformacién de Mobius f que lleva 0, 1 e oo a z1,
zo v 23 respectivamente. Para que f sea de Mobius se debe cumplir
az+b

f(z):m , con ad — bc # 0
Impongamos las condiciones que queremos que se cumplan:
b
1) F0)= 5 =2
a+b
2 1 = =
(2) Q=g ==
a
3) floo) =% = 2

Dividiremos la prueba en 4 casos:

m Caso 1: 21 = 00, 29 # 0 ¥ 23 # 00.
Como z; = 00, por la ecuacién (1) necesariamente debe cumplirse d = 0. De la ecuacién (3)
se sabe ademds que a = cz3. Sustituyendo estas dos ecuaciones en (2) resulta:

cz3+b=czo = b=c(z9 — 23)

Por lo tanto la transformacion f queda:

cz3z +c(zg — 23) 232+ (22 — 23)

f(z) = =

(74 z

que es Unica pues depende unicamente de z9 y z3. Verifiquemos que es de Mdbius:
ad —bec=—(z9 — 23) #0

ya que por hipétesis zo # z3.
m Caso 2: 21 # 00, 29 = 0 ¥ 23 F# 00.

Como 22 = oo, por la ecuacién (2) necesariamente debe cumplirse ¢ +d =0 = ¢ = —d. De
la ecuacién (refl) se sabe ademds que b = dz; y de (3) resulta a = czg = —dz3. Por lo tanto
la transformacién f queda:
—ngZ + le —232 + 21
f(z) = =
—dz +d —z+1

que es unica pues depende Unicamente de z1 y z3. Verifiquemos que es de Mobius:
ad—bc=—z34+21#0
ya que por hipétesis z1 # z3.
= Caso 3: 21 # 00, 20 # 00 ¥ 23 = 0.
Como z3 = 00, por la ecuacién (3) necesariamente debe cumplirse ¢ = 0. De la ecuacién (1)
se sabe ademéds que b = dz1, por lo que sustituyendo en (2) resulta:

a+dz =dzn=a=d(z —21)

Por lo tanto la transformacién f queda:

f(2) = (22 — zlzidz +dz (- )2+ 2




que es Unica pues depende tinicamente de z1 y z2. Verifiquemos que es de Mébius:
ad —bc=2z9— 21 #0

ya que por hipétesis z1 # zo.

» Caso 4: z1 # 00, 29 # 00 y 23 F# Q.
Como z; # 00, de la ecuacién (1) resulta b = dz;. Ademads z3 # oo, por lo que la ecuacién
(3) implica a = cz3. Sustituyendo en (2) resulta:

023+dz1:(c+d)22:>c:d2

Por lo tanto la transformacion f queda:

f(z) _ d23%2 +dz _ 23(22 — Zl)Z + 21(23 — ZQ)
d@z—&—d (22_21)2+(23_22)

2322

que es Unica pues depende Unicamente de z1, z3 v 2z3. Verifiquemos que es de Mobius:

ad —be = z3(z9 — 21)(23 — 22) — z1(23 — 22) (22 — 21) = (23 — 21)(23 — 22) (22 — 21) # 0

ya que por hipdtesis z1, 29 v z3 son distintos entre si.
b. Queremos una f de Mobius tal que f(0) = —1, f(1) =1y f(i) = co. Para que f sea de Mobius
debe cumplirse:

az+b
(4) f(z)—m,conad—bc;éo
Imponiendo las condiciones f(0) = —1, f(1) =1y f(i) = oo sobre la ecuacién (4) resulta:
b
(5) f(O):g:—l = b=-d
a+b
1 - = 1 =
(6) f(1) crd = a+b=c+d
, ai +b ,
(7) f(z)—cz,_i_d—oo = c+d=0
De la ecuacién (7) resulta
d
(8) C= —— = dZ

7

Sustituyendo (5) y (8) en (6) se puede despejar a en funcién de d:
a—d=di+d=a=d(i+2)

Por lo tanto la f buscada resulta

d(i+2)z—d
diz +d

(i+2)z—1_ (1—20)z+i

(z) = 1z +1 z—1

=|f(2) =

Problema 3.
(14 puntos)

a. Ver tedrico.



b. La idea es aplicar la parte a. Para ello, aplicando fracciones simples se obtiene:

r 1 i 1 1
241 (z+i)(z—4) 2\z+4+i z-—i

Entonces:
dz i dz dz
/3RZ2+1 S 2 [/az%ZJri _/az%z—i]
El punto —i¢ queda fuera del rectangulo, por lo que la funcién Z%ﬂ es holomorfa en el interior
del mismo. Asi, al ser R una curva cerrada, por Cauchy se tiene que

d
N
9R 2+ 1

Como r > 1, el punto ¢ pertenece al interior del rectdngulo R. Entonces aplicando la férmula
integral de Cauchy, la segunda integral resulta

d
/ Z,:2m'
8RZ*Z

dz i dz
/aRZQJrl 2(O m):>/aR22+1 T

c. Aplicando el teorema de acotacion de integrales se tiene

dz 1
— 1 < ———|dz|
s 22 +1 s 122+ 1

para i = 1,2,3. La idea es acotar

Entonces

|Z271+1| en cada segmento. Como corolario de la desigualdad
triangular se tiene que’:
|21 = 22| 2 [[z1] = [22]]
Entonces:
2%+ 1 > 122 = | = 1| = |2 = 1]

Ahora, como r > 1, para todo z € S; se cumple que |z| > 7 > 1= |2]? > 1, por lo que

! <
|22+ 1] — r2

/ dz < 1 /dz|:long(5i)
S.ZQ+1 —r2-1 S, r2 —1

k3

2241 > 2P -1>r 1=

1_1VZ€Si

Entonces resulta:

Los segmentos S7 y S3 tienen longitud r, por lo que en esos segmentos se tiene:

/ dz
S 22—|—1

La longitud de S5 es 2r, por lo que aplicando el mismo razonamiento se concluye que:

/ dz < 2r 0
522'2—{—1 —r2 -1 ro+oo

er_lrjoo() sit=1,3

probando lo que se pedia.

IEsta propiedad puede demostrarse facilmente considerando la desigualdad triangular |w+v| < |w|+|v| y aplicdndola

aw=2z —22yv=2zporunladoy aw =22 — 21y v =21 por otro.



d. Si llamamos Sy al segmento inferior del rectangulo, se cumple que:

/ dz / dz +/ dz +/ dz +/ dz
m = _— —_— JE
aRZ2+1 5122—|—1 5222+1 5322+1 5422—|—1

Ademas, las integrales sobre S1, Sy y S3 tienden a 0 cuando r — 400, por lo que tomando

limite cuando r — +o0:

, dz
7= lim -
r—+oo Jg, 2 +1

Calculemos la integral utilizando la definicién. Tomamos s4(z) = x con = € [—r,r] como

parametrizacién de Sy, por lo que $(z) =1y

, dz i T dx oo dy
™= lim ———— = lim —— = 3
r—+oo g, 2+ 1  rotoo J_ %41 oo T7F1

demostrando lo que queriamos.




