Primer Parcial de Funciones de Variable Compleja.
Soluciones.

13 de mayo de 2006.

Ejercicio 1. Sea

z —Z
coshz = % VzeC
Parte a): Encontrar u(z,y) = Re(coshz), wv(x,y) = Im(coshz) donde z = Rez, y=1Imz.
Solucién:
e® e~ T _ o
u(z,y) = coshzcosy, v(z,y)=senhxseny, donde coshx = — senhz = 5

Parte b): Encontrar y dibujar la imagen por cosh de los siguientes subconjuntos de C:

= Kl eje imaginario x = 0.

Solucién: Es el segmento [—1, 1] contenido en el eje real.

» La recta vertical x = a con a # 0. (Se recuerda que una elipse de semiejes A >0y B > 0
paralelos a los ejes coordenados tiene por ecuacién (z2/A?) + (y?/B?) = 1).

Solucién: Es la elipse (22/A42%)+ (y?/B?) = 1, centrada en el origen, de semiejes A = cosha €
(1,+00), y B =|senhal € (0,+00).

» El semiplano abierto {x > 0}.

Solucién: Es la unién de todos los puntos que estan en las imagenes de las rectas verticales
x = a con a > 0. Por lo tanto es la unién de todos los puntos que estan en las elipses
encontradas en la parte anterior. Estas elipses tienen semiejes A > 17 y B > 07 que varian
continuamente con a > 0, tienden a A = 1, B = 0 cuando a — 07, y tienden a +oo cuando
a — +o0o. Entonces las elipses, al variar a > 0, barren todo el plano excepto el segmento
[—1,1]. Luego, la imagen del semiplano abierto {z > 0} es C\ [—-1,1].

Parte c¢): Demostrar que para todo w € C existen infinitos complejos z tales que cosh z = w.

Solucién: Dado un complejo w, distingamos dos casos:

ler. caso: w € [—1,1].

Por lo probado en la parte b), w estd en la imagen del eje imaginario x = 0. Entonces existe
algin yo € R tal que f(0+ iyo) = w. Si consideramos todos los complejos z = i(yp + 2k7) con k
entero cualquiera, se cumple:

f(2) = f(i(yo + 2km)) = cos(yo + 2km) = cos(yo) = f(iyo) = w

Lo anterior prueba que todos los complejos de la forma z = i(yp + 2k7) con k entero cualquiera,
son preimagenes del mismo punto w dado. Son infinitas preimagenes, una para cada nimero k
entero.



2do. caso: w € C\ [-1,1].

Por lo probado en la parte b), w estd en la imagen del semiplano abierto {z > 0}. Entonces
existe algin a > 0 y algin b € R tal que w = f(a + ib). Si consideramos todos los complejos
z=a+1i(b+ 2km) con k entero cualquiera, se cumple:

f(z) = fla+i(b+ 2km)) = coshacos(b+ 2km) + isenh asen(b + 2k7) =

= coshacosb+isenhasenb = f(a+ib) =w

Lo anterior prueba que todos los complejos de la forma z = a+i(b+ 2km) con k entero cualquiera,
son preimagenes del mismo punto w dado. Son infinitas preimagenes, una para cada nimero k
entero.

Ejercicio 2. En lo que sigue x,y,u,v,U,V son reales, y z = z + iy € C. Sean

9(z) =U(z,y) +iV(z,y),  [f(2) = ulz,y) +iv(z,y)

funciones definidas para todo z € Q = C \ {0}. (También llamamos 2 = R?\ {(0,0)}.)

Parte a): Probar que si f(z) = g(iZ) para todo z € 2, entonces

u(x,y) = U(y,l’), U($7y) = —V(y,ﬁ)

Demostrar que f € H(Q) siy solo si g € H(Q).

z=x+1y = iz=i(lxr—iy) =y +iz
9(2) = g(x +iy) = U(z,y) +iV(z,y) = ¢(iz) = g(y +iz) = U(y,z) +iV(y,z) =

M = U(y,l’) - ZV(y,CL‘) V(.’E,y) € Q
f(2) = flz +iy) = u(z,y) +iv(z,y) V(z,y) € Q

f(z) = 9(iz) = u(z,y) +iv(z,y) = Uy, z) —iV(y,z)

Luego
U(l‘,y) = U(y,CE), U(ZL‘,y) = 7V(ya .T) (1)

Luego u, v son diferenciables si y solo si U, V lo son.

Para trabajar con las ecuaciones de Cauchy Riemann, consideraremos las derivadas parciales
sub x, respecto a la primera variable dentro de las funciones; y sub y respecto a la sequnda variable
dentro de las funciones, no importa en qué valores estén evaluadas; por ejemplo las evaluaremos
enenz =aey=>bdonde (a,b) € Q;0en z=0bey=a, que es otro punto de .

Por Cauchy-Riemann:

f e H) & u,v diferenciables y u,(a,b) = vy(a,b), uy(a,b) = —vy(a,b) (2)
Usando (1) se deduce que

ugz(a,b) = Uy(b,a), uy(a,b) = Uy(b,a), vi(a,b) = =Vy(b,a), vy(a,b) = =Vy(b,a) (3)



Usando (2) y (3) se obtiene:
(2) & U,V diferenciables y Uy(b,a) = —Vi(b,a), Uz(b,a) = —(=Vy(b,a)) = Vy(b,a) (4)
Por Cauchy-Riemann, la afirmacién (4) es equivalente a que g € H(f).

Parte b): Probar que la siguiente funcién u es arménica en :

(2,1) 2z + 4y

u(z,y) = 5=

Sugerencia: Considerar g(z) = (4 4 2i)/z y usar la parte a).
Solucién: Sea f(z) = ig(Z). Se cumple:

4—-2t 4—-29 244
fR)=—=—+=
iz —iz z
£2) 24+ 4i)(x —1y) 2x+4dy+i(de — 2y)
Z) = =
2Z x? 4+ y?

La parte real de f(z) es la funcién u(z,y) dada. Como la parte real de una funcién holomorfa es
armoénica, se deduce que u es armonica.

Parte c): Hallar si existe, o probar que no existe, arménica conjugada en Q de la funcién
u(x,y) de la parte b).

Solucién: La funcién holomorfa f(z) hallada en la parte anterior tiene como parte real la
funcién u(x,y) dada, y como parte imaginaria la funcién

dx — 2y
v(w,y) = m

(5)

Siendo f holomorfa, su parte imaginaria es armoénica conjugada de su parte real. Se deduce
entonces que la funcién v(z,y) definida en la igualdad (5) es arménica conjugada de u(zx,y).

Parte d): Hallar si existe, o probar que no existe, una funcién compleja F'(z) holomorfa en
Q tal que la parte real de la derivada F’(z) coincida en € con la funcién u(z,y) de la parte b).

Solucién: Supongamos primero que existe una funcién F(z) como se pide. Si la podemos
encontrar, y verificamos que cumple todo lo pedido, habriamos probado que existe; y si llegamos
a un absurdo, habriamos probado que no existe.

F’(2) tiene como parte real u(x,y); entonces la parte real de F’(z)— f(z) es idénticamente nula.
(Aqui la funcién f(z) es la encontrada en la parte a).) La diferencia F’ — f es holomorfa porque es
diferencia de dos funciones holomofas, y tiene parte real idénticamente nula. Por Cauchy-Riemann,
su parte imaginaria es constante igual a ai (donde a es real constante.) Entonces

2+ 4
z

F'(2) = f(2) +ai = +ai  (6)
De la igualdad anterior se deduce que la funcién f(z) = 2% tiene una primitiva en Q = C\ {0}
que es F(z) —aiz (primitiva de F'(z) —ai). Y esto es absurdo porque la funcién 2 + 4i/z no tiene
primitiva en €2, ya que su integral a lo largo de una curva cerrada contenida en {2 que de una
vuelta alrededor del origen es, por el teorema del indice, (4 + 8i)mi # 0.

Concluimos entonces que no existe la funcién F(z) holomorfa en €2 cuya derivada tenga parte
real igual a la funcién u(z,y) dada en la parte b).



Ejercicio 3. Sean a # b dos complejos y sea 7y la curva:

[ arOoaet w cepo
y(t) = { h— (b — a)eiit/Q si te (27r,47r]

Parte a): Dibujar v, indicando la orientacién para ¢ creciente, cuando a =1+14, b=1—i.

Solucién: La curva « es cerrada y tiene forma de “ocho”: empieza en el punto 1, y recorre una
circunferencia con radio 1 y centro en 1 + ¢ dando una vuelta en sentido antihorario; después,
cuando volvié al punto 1, sigue recorriendo una circunferencia con radio 1 y centro en 1 —¢ dando
una vuelta en sentido horario, hasta terminar en el punto 1.

Parte b): Probar que cualesquiera sean fijos los complejos a # b, se cumple:

1/ Bz+24i . Batb)+d+2i
z
.

(z—a)(z—0) a—b

2mi

Sugerencia: usar la férmula integral de Cauchy en cada una de las circunferencias que forman .

Solucién: Escribamos v = C1 — Cy donde C y Co son las circunferencias de radio |a — b|/2
centradas respectivamente en a y b, recorridas una sola vez en sentido antihorario. La integral I
de f(z) alo largo de «y es la integral I; de f(z) a lo largo de C; menos la integral I a lo largo de
(5. Calculemos ambas integrales:

1/ (3Z+2+i)/(2—b)dz_ 3z+2+1
Cy

27

_3a+2+1i

I:
! a—>b

z—a z—=b |,_,

Hemos usado la férmula integral de Cauchy para la funcién g1(z) = (32 +2+14)/(z — b), en la
circunferencia C7 que es homotdpica a una punto en el conjunto C \ {b} donde la funcién g; es
analitica, y que cumple Indc, (a) = 1.

Anélogamente:

I — 1 (32+2+z)/(z—a)dzz3z+2+z

1 _3b+2+14
- 2mi Cy z—b z—a B

Hemos usado la férmula integral de Cauchy para la funcién ¢a2(z) = (32 +2 +1)/(2 —a), en la
circunferencia Co que es homotdpica a un punto en el conjunto C \ {a} donde la funcién g es
analitica, y que cumple Indc,(b) = 1.
Calculando ahora I, la integral pedida, recordando que v = Cy — (s, se obtiene:
3a+2+i 3b+2+i  3(a+b)+4+2i

I=1 -1, = — =
! 2 a—2> b—a a—2>b

Parte c): Desarrollar en serie de potencias centrada en w = a, e indicar su radio de conver-

(w) 1 / 324241 d
w)=-— [ ——————dz
g 2mi J, (2 —w)(z —b)
Solucién: La funcién g € H(2) donde Q2 = C \ v*. Luego, el radio R maximo donde vale la
igualdad

gencia, a la funciéon

g(w) = an(w—a)" Vw € Dg(a) (1)
n=0

4



es tal que Dg(a) C €, es decir
R = dist (a,7") = |b—al/2

Este radio R es el maximo donde la serie de potencias que hay que encontrar converge y su
suma es igual a g(w). No tiene por qué ser el maximo Ry donde la serie converge (con suma no
necesariamente igual a g(w)). Es decir R < Rg donde Ry = 1/limsup ¥/|a,|. Cuando encontremos
la serie, encontraremos Rj.

Busquemos la serie de modo que cumpla (1) para w € Dg(a). El punto w es interior a la
circunferencia C de centro en a y radio |b — a|/2. De modo que podemos calcular g(w) para todo
w € Dpg(a) del mismo modo que calculamos la integral de la parte b):

g(w) = I — I, donde:

7 1 (3z+2+i)/(z—b)d 3z4+2+1 3w+ 2+
= — z = - @@
YT om o z—w z—=b |,_, w—>
I*i (32+2+i)/(z—w)d2732+2+i _3b+2+14
27 om Cs z—b  z—w z:b_ b—w

Recordando que v = C — (Y, se obtiene:
3w+2+i 3b+2+i  3(w+b)+4+2i

gw)=1 — I =

w—"b b—w w—b

3(w — b) +6b+4 4 2i 6b+4 42

g(w) = =ty
w—b w—b

6b + 4+ 2i 6b + 4+ 2i L

e e e R R (TR e
6+ 4 + 2 1
g(w):3— tat VwEDR(CL)

b—a  1—((w—a)/(b—a))
Se observa que la igualdad anterior vale solo para w € Dr(a). Para otros w la funcién de la derecha
existe y g(w) también, pero no tienen por qué ser iguales. Se observa que |[(w—a)/(b—a)| < 1/2 < 1

porque w € Dpg(a). Luego, se puede usar el desarrollo conocido de la serie geométrica de razén
(w—a)/(b—a) cuya sumaes 1/(1 — (w—a)/(b—a)):

6b+ 4+ 2 o= (w—a\"
=3 2
glw) =3 - =2 ;‘B(b_a) &)

El desarrollo de la derecha en (2) es convergente para todo w tal que |(w —a)/(b—a)| < 1. Luego
el radio de convergencia de la serie de la derecha es Ry = |b — al. Pero la igualdad (2) de la suma

de la serie con g(w), (es decir el desarrollo en serie de potencias de g(w)), es valido solo para
w € Dg(a), con radio del desarrollo de g(w) igual a R = |b — al/2.
Operando un poco en (2) se obtiene:

o~ 6D+ 4 4 24 .
g(w)ZB—ZW(w—a)
n=0



de donde, los coeficientes a,, del desarrollo (1) son:

oy S0HAHU_ Baxh)rarr o
0~ (b—a) a—>b — 9

64+ 2

an—m, VnZl



