Introduccién a los Procesos Estocasticos

German Capdehourat, Sergio Martinez, Pablo Musé
{gcapde, sematag,pmuse}@fing.edu.uy

Instituto de Ingenieria Eléctrica
Facultad de Ingenieria

a2

S

UNIVERSIDAD
DE LA REPUBLICA
URUGUAY

17 de agosto de 2021

IIE / FING / UdelaR Seiiales aleatorias y modulacién Introduccién a los Procesos Estocasticos 1 / 46



Densidad espectral de potencia de procesos WSS

Densidad espectral de potencia de procesos WSS
Ruido blanco y proceso de Wiener

Ergodicidad

Autocorrelacién de sefiales deterministicas

Densidad espectral de potencia de procesos no WSS
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Motivacion

i(t) corriente a través de una resistencia R, voltaje v(t) = Ri(t)
> Potencia instantanea: v(t)i(t) = Ri?(t) = v3(t)/R
» Energia disipada:

/ T @i()de = / " R dt = / " () R) .

— o0 —00 —00

= Definimos la energia de una sefial x(t) como

~+o0o
/ Ix(t)[?dt.

J —oo

Interpretacion: energia disipada por una resistencia de R =1 ohm.

» Las sefales periédicas no tienen energia finita, pero tienen potencia

pIOIIIedIO Inita:
m .
x(t t +()O
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Potencia de un proceso estocastico

Para un proceso estocastico X(t), las cantidades analogas

“+00
/ |X(t)|?dt, I|m —/ |X(t)|?dt son VAs.

= Definimos la potencia promedio esperada como

T
Px :=E| Iim
T—+o00 2

|X(t)|2dt] :

-T

Si el proceso es WSS, entonces

1T 2
Pr=lim o7 | EIX@F]d
. 1 4 2 2
- TinJ:oo 2T J_ 1 [X (t)] [X (t )]
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Potencia de un proceso estocastico WSS

Como la cantidad E [X?(t)] es una potencia instantanea esperada,

» para procesos WSS, la potencias media esperada y la potencia
instantanea esperada son iguales.

» Le llamamos simplemente potencia esperada o potencia.

Para procesos WSS tenemos tres formas de expresar la potencia:

+oo

+oo
Sx(f)e’2”def] = / Sx(f)df

=0 —o0

B [x*(1)] = Rx(0) = | [

— 00

= Veremos que esto nos permite dar una interpretacion a Sx(f), que
ahora llamaremos densidad espectral de potencia (PSD).
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PSD de un proceso estocastico WSS

La PSD es no negativa
Para verlo, sea Y(t) = h* X(t) WSS, con h(f) = I{W; < |f| < Wh}.

Sy(f) = [I{Ws < |f| < Wa})]? Sx(f) = [{W1 < |f| < Wa}Sx(f).

o0 Wz
Pv= [ 1w <if < wase(r)ar = [ " selyar
—o0 Wq
Si llamamos fy a la frecuencia central y AW = W, — W, tenemos

fo+AW /2
Py:/ Sx(F)df ~ Sx(fo)AW
fo AW/2 AW—0

Luego, como Py >0y AW > 0, entonces V fy, Sx(fy) > 0.

= Entonces:
» Como Sx(f) >0y Px = [ Sx(f)df, Sx(f) es una densidad de Px.

» Como Sx(f) esta definida en frecuencia, es una densidad espectral.

IIE / FING / UdelaR Seiiales aleatorias y modulacién Introduccién a los Procesos Estocasticos 6 / 46



Ruido blanco y proceso de Wiener

Densidad espectral de potencia de procesos WSS
Ruido blanco y proceso de Wiener

Ergodicidad

Autocorrelacién de sefiales deterministicas

Densidad espectral de potencia de procesos no WSS
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Ruido blanco

Def: llamamos ruido blanco a un proceso X(t) con PSD constante
sobre todo el dominio frecuencial:

Sx(f)=c2VfeR «Zs Rx(r)=a25(r)

» Analogia con la luz: todos los colores presentes con igual intensidad.

» Idealizacién de lo que se observa en las fuentes de ruido fisico. En
las fuentes de ruido reales, Sx(f) es a lo sumo aproximadamente
constante hasta los 1000 GHz, y luego decae a 0.

» Nunca observamos el ruido blanco directamente, sino a través de

sistemas o captores reales, que tienen anchos de banda finitos, muy
inferiores a 1000 GHz.
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Ruido blanco (cont.)

» Asi como la § de Dirac no es una funcién ordinaria
el ruido blanco no es un proceso ordinario.

> Por ejemplo, como (t) no estd definida en 0, E [X?(t)] = Rx(0) no
esta definida y no es un proceso de orden 2.

» Supongamos que observamos un ruido blanco a través de un
pasabajos ideal H(f) = T{|f| < W} : Sy(f) =I{|f| < W}o?

N aVi
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Realizaciones de Y(t): W = 1/2 W=2W=4
A medida que W crece = incorpora frecuencias mayores = es mas irregular
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Proceso de Wiener (movimiento Browniano)

Para entender mejor el ruido blanco, estudiaremos el proceso de Wiener
Def. (axiomatica): {W(t),t > 0} es un proceso de Wiener si cumple:
(iy w(o)=o0.
(ii) Incrementos gaussianos:

V0<s<t<oo, W(t)—W(s)~N(0,o%(t—s)).
(iii) Incrementos independientes: Para cualquier conjunto

(tla t2]7 (t27 t3]a ey (tna tn+1]a

de intervalos disjuntos, los incrementos
W(t)—W(t1), W(t3)—W(t2),..., W(tns1)— W(tn)
son independientes.

(iv) Caminos continuos: ¥ w € Q, W(t,w) = W(t) es continua ¥ t.
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Construccién de W(t) como limite de un random walk

Comenzamos por la versién continua del proceso discreto Z, de Bernoulli
+1 de parametro p = 1/2:

+oo
Za(t) = Z Z,0,0(t — nly), t>0.

n=1
Definimos el random walk continuo

WA(t) = /Ot ZA(V)dV

—+o0

= ZZ,,AWu(t —nA;), t>0.
n=1
WA(f)
Ly
—»t
B4 L]
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Wiener como limite de un random walk (cont.)

Obtendermos el proceso de Wiener W(t) de forma constructiva como
lima, a,—o0 Wal(t), imponiendo A, = o+/A,, para algiin o > 0.

Definimos el proceso de Wiener:

W(t) := Ifmr
Ay=0+vA

A—0

Wa(t)

+o00
=i Zo\/ A — nA
A:Tm;a n cu(t — nly)

(Tren infinitamente denso de
incrementos infinitesimales)
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Wiener como limite de un random walk (cont.)

Para calcular este limite, observemos que:

> La cantidad de VAs de Bernoulli Z; en el intervalo [0, t;] es n; = [At—"t]7
con [t;] = max{n t.q. nA; < t;} x A,

» Recordemos: proceso de incrementos no correlacionados
{Ya=>"1_1Xi, n>0}, con X; = £A, P(Xi=1)=P(X;i=-1) =1/2

Tomando A = o+v/A;, tenemos
mWA(t) =0
RWA(t17 l'2) = O'zAt ml'n{nl, n2} =g? mlll"l{[tl], [tg]}

» Pasando al limite, y notando que lima,_,o[t]] = t;, obtenemos
my(t) = lim my,(t)=0
A:—0

R(l"l7 fg) = Alllmo RWA(th tg) = 02 ml'n{tl, tz}.
t
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Wiener como limite de un random walk (cont.)

Resta ver que la definicién constructiva coincide con la axiomatica

(i) Por definicion, W(0) = 0.

(ii) Para ver que los incrementos son gaussianos calculamos

[t2]/A¢
WA(tz) — WA(t1) = Z ax/EZ,,(u(tz — nAt) — u(t1 — nAt)).
n=[t1l]/A¢
[t2]/A¢
=oVA; Y ZI{t <t<t}
n=[t1]/ Ay

Es suma de ([t2] — [t1])/A: VAs. i.i.d, media nula, varianza 0?A,

= Para A; chico, por el teorema central de limite tenemos
Wa(t2) — Wa(t1) ~ N(0, ([t2] — [t1])0?)
= Para A; — 0, W(tg) — W(tl) NN(O, (t2 — t1)0'2)
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Wiener como limite de un random walk (cont.)

(iii) Veamos que para intervalos disjuntos [t1, t2) y [t3, ta) cualesquiera,
los incrementos son independientes.

Como el proceso es gaussiano, basta con no estar correlacionados:

E[(Wa(t2) = Wa(t1))(Wa(ta) — Wa(t3))] =

[t2]/ A [tal/ A
=E| Y oVAZI{a<t<t}) Y oV/AZl{tz<t<t}
n=[ts]/ A m=[ts]/ A

=0?Ar Y Y E[Z,Z,)I{ts St <t} [{ts <t < tg}=0

n=ny m=ns

ya que Z,, Z,, son no correlacionados para m # n (ny < n3).
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Wiener como limite de un random walk (cont.)

(iv) Queda ver que los caminos son continuos.
Calculemos la probabilidad que los saltos sean mayores a € > 0.

Por la desigualdad de Markov,
P(Wa([H) ~ Wallt + A])| > ) < “E[Wa(ld]) - Wa(t + A

1 [t+h]

=E Y oV/AZI{t<t<t+h}
n=[t]
1 [t+h]
< - <t<
<- Zt E[|ovazi{t<t<t+n]
n=
[t+h]
1 t+ h] — [t
N oy - A,y
n=[t]
h h=¢e,A+—0
o -0y Ay ——— 0 = caminos continuos c.s.
t—0 &
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Relacion entre ruido blanco y proceso de Wiener

Veremos que el ruido blanco es la derivada del proceso de Wiener.

Por definicion, la derivada de Wa(t) es el peine de Dirac
d &2 =
Za(t) = - Y o/ DeZyu(t — nDy) = > o\/AZy3(t — nAy)
dt n=1 n=1

» El proceso simbélico Z(t) := dv‘(;t(t) es una idealizacion que

llamamos ruido blanco. (W/(t) no diferenciable en sentido clasico.)

» Si pensamos en Z(t) como el limite para A; — 0 de Za(t):
» Podemos interpretar al ruido blanco como un tren infinitamente
denso de impulsos.

» Es solo una interpretacion: existen dificultades matematicas
asociadas a la existencia de este limite.
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Relacion entre ruido blanco y proceso de Wiener

Mediante calculo estocastico, se puede ver que mz(t) y Rz(t1, t2)
pueden calcularse formalmente intercambiando esperanzas y derivadas:

Vt>0,v0<t; <ty

E[Z(1)] = E {dv‘;ft)} = LEW()=0
Rz(t1, ) =E [dvgt(ltl) dVZétz)} — 8t?8t2]E[W(t1)W(t2)]

82Rw(tl,t2) 282 mlln(tl,tz) 5
0t10tr 7 0t10ty 7 ( ! 2)
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Ruido blanco gaussiano (WGN)

Caracterizacién del ruido blanco derivado del proceso de Wiener:
E[Z(t)] =0, t>0
Rz(tl, tz) = 025(T), >0

» En la practica asumiremos que el comienzo fue hace muchisimo
tiempo, y lo asumiremos definido sobre todo R.

» Como la derivada es un funcional lineal, y funcionales lineales de
gaussianas son gaussianas, el ruido blanco derivado del proceso de
Wiener es gaussiano.

» Al ser gaussiano esta totalmente determinado por su media y su
autocorrelacion.

» El WGN es SSS, pero no WSS porque no es de segundo orden:

E [Z3(t)] = R(0) = /00 o2dt = +o0. (potencia infinita)

— 00

IIE / FING / UdelaR Seiiales aleatorias y modulacién Introduccién a los Procesos Estocasticos 19 / 46



Ejemplo: ruido térmico

La PSD del ruido térmico en resistencias modela precisamente como

|f1/fo

0 = ool -1

» Ancho de banda fy := %T ~21-10°T Hz, donde k es la
constante de Boltzman y # la constante de Planck

=

» Intensidad espectral Ny := 2KTR ~ 2,76 - 10~ TR [WQ/Hz],
donde T [K] y R [©].

» @ T =290 K: fy~6,0-10*2 Hz, Ny ~8,0-1072R WQ/Hz
> Sif < fo, exp(|f]/fo) = f/fo
= Sz(f) = Np para |f| <102 (WGN)
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Ruido blanco en procesos discretos

> Por analogia al caso continuo, el proceso discreto X(n) es un ruido
blanco si tiene media nula y espectro plano

Sx() = 0 «— Rx(n) = 025[n],

con §[n] la delta de Kronecker

wm={g 120

> A diferencia del caso continuo, su potencia es finita (por lo tanto
ademas de SSS es WSS):
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Ergodicidad

Densidad espectral de potencia de procesos WSS

Ruido blanco y proceso de Wiener

Ergodicidad

Autocorrelacién de sefiales deterministicas

Densidad espectral de potencia de procesos no WSS
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Ergodicidad: introduccion

» Para calcular estadisticas sobre el espacio muestral necesitamos de
un modelo del proceso, o de un namero suficientemente grande de
realizaciones o trazas.

» En muchas situaciones sélo disponemos de unas pocas trazas o
incluso una sola, i.e. {X(wo,t), t € T} para wy fijo.

» En esas situaciones sélo nos podemos contentar con tomar
estadisticas o promedios temporales.
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Ergodicidad: introduccién (cont.)

» En general los promedios sobre ensambles y en el tiempo difieren.

“n amigos van al casino” vs. “Juan va n veces al casino”

— o oF aNE DoEE vt
(«eﬂ#fﬂ The-@n of OTHEES

\3 RoINED
/ 5«#’“’69
o

N OESELVATIowS

Ao oot . PAG PN
Tike pre@ARILITY
Tihe T~ —

. closs TIVE
oNG >7€OM‘WA W7D | M

%‘ /@' el

[Nassim Taleb, Skin in the Game, Random House, 2018]
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Ergodicidad: introduccién (cont.)

» Es importante saber cuando promedios sobre ensambles y en el
tiempo coinciden

= implicancias practicas (se hace un solo registro o experimento)

» La igualdad entre promedios sobre ensambles y en el tiempo se
conoce como propiedad ergdédica

» Muchos procesos de interés exhiben propiedades ergédicas, sin
embargo muchos procesos importantes no.

» Estudiaremos bajo qué condiciones un proceso es ergédico.
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Teorema de Wiener-Khinchin

Recordemos que la potencia promedio esperada viene dada por
Px =E| | X(t
X lT;Tm 2T/ ]

XT(t) := X()I{[t| < T}.

Definimos

La FT de X7 (t) es
+o00

XT(f) = FXTY(f) = [ XT(t)e " = /_: X(t)e " dt.

—00

Por el teorema de Parseval,

+o0 5 +oo 2
/ IXT(1)] dt:/ ’XT(f)‘ df .
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Teorema de Wiener-Khinchin (cont.)

Ahora podemos escribir

1 (= XT()?
PX - lTiTm 2T/ X ‘| E |:TLITOO ﬁ } (t)| dt:| ’

— 2
1 (el
_ L T( _ AU S |
_E[TL'ToozT ‘X ‘ df} /W Aim 2T df .

(Podemos intercambiar E y lim porque

1 7 AN
dim_gr [ _Kofer— [ xo :
. , x7|]
Veremos que si X(t) es WSS, lim7_, o ——5+— = Sx(f).
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Teorema de Wiener-Khinchin (cont.)

Teorema (Wiener-Khinchin) EHXAT(f)| ]
Si el proceso X(t) es WSS, entonces limr_, | oo ——7+—— = Sx(f).
Prueba:

Tenemos que

EIXT(F)P] = [ (T, X(2)e " dr) ([T, X(u)e " du) |
= [T, [T EIX()X ()] e 2™ =) dt du
= [T I 7 Rx(t — u)e 2™ (= dt du
= [T [T [ Sy ()i e 2n =0 gy g dy
T 500 [ 54 (T P 0) ]

ST ] (e )

! 2
= fj—oo Sx(v) [QT %] dv.
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Teorema de Wiener-Khinchin (cont.)

Como [IXAT(f)lz} _ /+°° Sx(v) [QT WT dv,

—o0

tenemos W = /+Oo Sx(v)2T {W]z dv.

Luego, tomando el limite a ambos lados para T — 400,

" E[|XT(f)|2} :/+oo

T—+o0 2 T

Sx(v)o(f —v)dv = Sx(f) O

— 00

Obs: Otra forma de ver que la PSD es no negativa
En la demostracién anterior, también mostramos que

Sx(f) = T—>+oo2T/ / Rx(t — u)e 2 =gt gy

lim 7/ e—iZﬂftRX(t_ ) 127rfudtd
.

Como Rx es semi-definida positiva, esto muestra que la PSD es no negativa.
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Ergodicidad en el sentido m.c. para procesos WSS

El siguiente teorema asegura que bajo ciertas condiciones, la media
muestral (promedios temporales sobre una realizacién) converge a la
media sobre ensambles.

Teorema (Ergodicidad en m.c.)

Sea Y(t) un proceso WSS de media my = E[Y(t)] y covarianza Cy(T).
Si F{Cy(71)}(f) es continua en f = 0, entonces la media muestral

17 me.
<Y(t)>T = ﬁ . Y(t)dt m my,

esto es limr_ o E [|<Y(t))T - myﬂ =0.
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Ergodicidad en el sentido m.c. para procesos WSS (cont.)

Demostracion.
Definimos X(t) = Y(t) — my, E[X(t)] =0, Rx(r) = Cy (7).

Tenemos _
1 (7 XT(0)

Por teorema de Wiener-Khinchin, tomando f = 0:

E[XTOF] ;1 E[XTOP

E[I(v(e), - myP] =

4T2 2T 2T
1t sin(2rTv)1?
=_— 2T 22 gy,
2T . SX(”)[ 2 Tw } dv

Si Sx(v) es continua en v = 0, tenemos

E[|(v(e), — myf?] = 20 T, g
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Ergodicidad en el sentido m.c. para procesos WSS (cont.)

El teorema anterior requiere conocer la FT de Cy (7). En caso de no
poder calcularla, tenemos el siguiente teorema.

Teorema (Condicién necesaria y suficiente de ergodicidad en m.c.)
(Y(t)),. converge en m.c. a my =E[Y(t)] si y solo si

m = [ ¢ (r) Y 47 o
[ — - — =0.
Totee 2T J or YV 27 ) "

32 / 46
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Ergodicidad en el sentido m.c. para procesos WSS (cont.)

Demostracion.
Veamos primero que si Rx(7) = Cy(7) es absolutamente integrable,
Sx(f) es continua en f = 0:

oo

1Sx(F) — Sx (0)] = ‘/_Z R (r)e=2""dr — / Ry(r)dr

— 00

< / IRy ()] |92 — 1| dr % 0.

Por otro lado, como

Plancherel g [|<Y(t)>T - myﬂ = % /2T Rx(7) ( - ;T) dr

—2T
1 2T |T|
=— C 1——|dr
o7 [ 0 (137
Luego, (Y(t)).. —==— my ssi el lado derecho converge a 0. O

T To+oo
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Ergodicidad en el sentido m.c. para procesos WSS (cont.).

Teorema (Condiciones necesarias y suficientes de ergodicidad en m.c.)

Sea Y(t) WSS. Las tres condiciones siguientes son equivalentes:

(i) lim7 oo BI((Y (7)), — my)?] = 0
(i) 700 2 [257 Cr(7) (1= 5} ) d7 = 0.

(ii)) iMTot00 55 szTT Cy(r)dr =0.

Por el teorema anterior, sabemos que [(ii)] = [(i)].
Demostraremos que [(i)] = [(iii)] y luego que [(iii)] = [(ii)].
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Ergodicidad en la media en sentido m.c.

Demostracion.
> [()] = [(ii)]

1 2T
—_— Cy(T)dT
2T | 7 ()

1 2

“[e[v@-mik [7 ovin - mer]

<E[(Y(0) - my)}] E [(;T /NT(Y(T) - my)dTﬂ

—2

) 2

—E[(v(©) - m )] | (2(v (), — m))’|

Por lo que si el lado derecho tiende a cero, el lado izquierdo también.
> [(ii)] = [(ii)]: Para T > 7, tenemos 0 <1 —7/(2T) < 1 por lo que
1 [2T

L am (i er < X 2T|c (r)| dr
2T —2T v T 4 ’

2T =27/,

lo que prueba que [(iii)] = [(ii)]. [
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Ergodicidad en la media en sentido m.c. (cont.)

Los teoremas anteriores nos dan condiciones necesarias y suficientes de
ergodicidad en m.c. para la media de un proceso X(t) WSS, esto es

Ejemplo (Onda binaria aleatoria)
Teniamos Rx(r) = Cx(r) = (1= ) 1{Ir| < Ty},
1 2T 2 2T

5T 72TCX(T)dT:ﬁ ; Cx(r)dr

1 (T
== 1- 24
r)(-7)e
1 T2 Ty Tortoo
T(p_2Tp “oar %

= La onda binaria aleatoria es ergddica en la media en sentido m.c.
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Ergodicidad en la media en sentido m.c. (cont.)

Ejemplo

Z ~ Bernoulli(p) con 0 < p < 1. Consideramos el proceso X(t) = Z V t.

Este proceso es SSS, su media es E [Z] = p, pero <X(t)>T vale 0 o 1, por
lo que no es ergddico.

Ademas es facil ver que no verifica las condiciones necesarias y suficientes:

12 4Tvar [Z]
—_— = —— = 2 1 — .
Y Cx(r)dr T p(l—p) #0
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Ergodicidad en autocorrelacion en sentido m.c.

Podemos aplicar los teoremas ergédicos a la autocorrelaciéon de X(t),
considerando Z(t) = X(t + 7)X(t).

= X(t) ergddico en la autocorrelacién si Z(t) es ergédico en la media.
mz =B [Z(t)] = E[X(t + 7)X(t)] = Rx(7)
Cz(v) =E[Z(t +v)Z(t)] - E[2(t + )| E[2(¢)]
=E[X(t+ 7+ 0)X(t+7)X(t + v)X(t)] = Rx(7),

Corolario
Sea Z(v) = X(t + v)X(t). Entonces (Rx(7)) % Rx () si y solo si
—+o0

lim — (E[Z(t +v)Z(t)] — Rx(7)) dv =0.
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Ergodicidad en autocorrelacion en sentido m.c. (cont.)

Ejemplo (Sefial portadora en receptor)

Consideremos la sefial aleatoria

X(t) = Acos(wt +0), 0 € U[—m, ).

> X(t) es WSS:

mX:O

Rx(t + 7, t) = E [A? cos(w(t + 7) + 0) cos(wt + 0)]

A2
= 7]E [cos(w(2t + T) + 20) + cos(wT)]
2
= A? cos(wT).
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Ergodicidad en autocorrelacion en sentido m.c. (cont.)

» Promedios temporales:

A T
(X(t), = 7 ), cos(wt + 0)dt
= 2? sin(wt+0)|tT:7Tm>0:mX
w
A2 T
(Rx(7)), = 2T ), cos(w(t + 7) + 6) cos(wt + 0)dt
A2 T
== (cos(w(2t + 7) + 26) + cos(wT)) dt
a1 |
A2 A2 sin(w(2t +7)+ 2017 Toiee
=5 cos(wr) + LT w t:_T——+ Rx (7).

= X(t) es ergddico en la media y ergédico en la autocorrelacion.
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Autocorrelacién de sefiales deterministicas

Densidad espectral de potencia de procesos WSS

Ruido blanco y proceso de Wiener

Ergodicidad

Autocorrelacién de sefiales deterministicas

Densidad espectral de potencia de procesos no WSS
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Autocorrelacién de sefiales deterministicas

Los promedios temporales para obtener la autocorrelacién a partir de una
traza inspiran su uso para sefiales deterministicas siempre que el limite
exista:

1T
Ry(7) = TLITQC 5T /7Tx(t+7)x(t)dt.

De igual forma, se define la PSD de una sefial deterministica como

Sx(F) = F{R«(7)}(£).

Obs: Sigue valiendo el resultado para la salida y(t) de un filtro de
transferencia h(f) ante una entrada x(t) deterministica:

Sy (F) = [h(F)2Sx(F)-
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Densidad espectral de potencia de procesos no WSS

Densidad espectral de potencia de procesos WSS
Ruido blanco y proceso de Wiener

Ergodicidad

Autocorrelacién de sefiales deterministicas

Densidad espectral de potencia de procesos no WSS
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Densidad espectral de potencia de procesos no WSS

En la demostracién del teorema de Wiener-Khinchin vimos que
o 1 E[|x7 (0|
PX = fioo (llmT_>+oo Uz-,—]) df.

Llegamos a este resultado sin asumir que X(t) es WSS.

Retomando la prueba del teorema de Wiener-Khinchin es facil demostrar
que, sea o no sea X(t) WSS:

(i)
lim E{|XT | } / 7/271’de7_

T—4o00
T

1
con Rx(7):= Tthﬁ TRX(t+T, t)dt.

(i)

Sx(f) = / Rx(7)e ™ 7dr  define la PSD del proceso.

J —oco
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Densidad espectral de potencia de procesos no WSS (cont.)

Es importante notar que esta definicion es valida para proceso WSS.
En efecto, para procesos WSS,

T

_ 3 1
RX(T) = Tﬂ}Tooﬁ _TRX(t+T, t)dt
17 2T
= lim — Rx(T)dt: 7Rx(7'): Rx(T).

Toteo 2T ) 7 2T

Ejemplo (Procesos cicloestacionarios)

Una aplicacién importante de lo anterior son los procesos
(WSS)-cicloestacionarios, que cumplen:

> E[X(t)] es To-periddica en t
» Rx(t+7,t)es To-periddica en t.

Ejercicio: Sea Y(t) WSS y X(t) := Y/(t) cos(2mfpt). Probar que X(t) es
cicloestacionario.
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