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Introduccién

A diferencia de los elementos pasivos de la red (lineas, transformadores),cuyo
modelado para estudios de estabilidad no difiere del que se usa habitualmente en los
estudios de régimen estacionario, la maquina sincrona debe ser modelada en una forma
mucho mas compleja y sofisticada.

Los modelos sencillos de lineas y transformadores que se usan al formular las
ecuaciones del flujo de cargas son sustentables en estudios de estabilidad debido a que
los transitorios de red son tan rapidos (a lo sumo unos pocos ciclos) que se puede
asumir que la red va describiendo una sucesion de estados de equilibrio (calculables a
través de las ecuaciones algebraicas del flujo de cargas) a medida que va transcurriendo
la perturbacion en estudio (método “cuasiestatico” de analisis)

Esta simplificacidén no es razonable para la maquina sincrona, cuyos transitorios
(mecanicos, de los devanados del rotor, y de los sistemas de regulacion de velocidad y
tension) muestran constantes de tiempo del orden de varios segundos. Se hace
necesario, por lo tanto, modelar la maquina sincrona a través de un conjunto de
ecuaciones no solo algebraicas, sino también diferenciales. Estas ecuaciones deben
incluir no sélo una descripcion del comportamiento de la maquina en relacion a las
variables eléctricas (corrientes, tensiones) intercambiadas con la red, sino también una
descripcion del comportamiento mecanico de la maquina al producirse la perturbacion.
Se recuerda al respecto que el objeto clasico de estudio del analisis de estabilidad
transitoria es la eventual pérdida de sincronismo del sistema, lo cual esta directamente
relacionado con las variaciones de posicion de los rotores de las maquinas.

No obstante, las dificultades y complejidad inherentes a un modelado excesivamente
preciso justifican asumir diversas simplificaciones en los modelos usados, de forma que
se pueda abordar el analisis sin complicar innecesariamente la teoria y las rutinas de
calculo.

El nivel de estas simplificaciones depende del tipo de estudio a realizar (y, en particular,
del periodo de tiempo de anélisis a partir de la perturbacion en la red que motiva el
estudio: régimen subtransitorio, transitorio o estacionario) y ha variado histéricamente
a lo largo del tiempo, a medida que se han ido haciendo cada vez mas potentes y
sofisticadas las herramientas de calculo.

De esta forma, es posible encontrar en la literatura a la maquina sincrona modelada en
forma tan simple como una fuente de tension atras de una reactancia (estudios de
régimen y de estabilidad transitoria en la década del 70) o tan compleja como un
conjunto de 7 o mas bobinados acoplados electromagnéticamente a través de
coeficientes de induccion propia y mutua que dependen del tiempo (estudios de
estabilidad transitoria modernos).

Si bien a lo largo del curso se utilizaran principalmente métodos de analisis
simplificados de la estabilidad transitoria de los sistemas de potencia, que sélo requieren
de modelos relativamente sencillos de la maquina sincrona, es importante, por un lado,
entender como se deducen y cuéles son las limitaciones de estos modelos simplificados
y, por otro lado, tener una idea de cuales son los modelos mas completos que se usan en
los programas de calculo modernos.



De esta forma, la metodologia adoptada en nuestro caso es ir de lo més general a lo mas
particular, mediante el siguiente plan de trabajo:

-Plantear las ecuaciones generales eléctricas de la maquina sincrona en la forma que se
usan habitualmente en los programas modernos de célculo, pero sin tener en cuenta
inicialmente los efectos de saturacion.

-Introducir las hipdtesis simplificatorias que llevan a los modelos clasicos simplificados
de la maquina en régimen estacionario y transitorio balanceado.

-Describir las correcciones que hay que introducir a la teoria anterior para tener en
cuenta la saturacion.

-Plantear la ecuacion que describe el comportamiento mecanico de la maquina al
producirse perturbaciones en la red (ecuacion de “swing”)

En forma complementaria, se describiran también las ecuaciones de la maquina en
régimen subtransitorio balanceado, las cuéles (dado el periodo muy corto a partir de la
perturbacién en que son validas) no son de aplicacion estricta en la teoria clasica de la
estabilidad transitoria, pero son de uso habitual en otros estudios clasicos (analisis de
cortocircuitos) que involucran perturbaciones en sistemas de potencia.

El resultado final de esta presentacion de la teoria de la maquina sincrona debe permitir,
al menos, interpretar adecuadamente el conjunto de parametros caracteristicos de la
maquina que definen su comportamiento en régimen y durante perturbaciones, y que
son los datos de entrada para cualquier estudio de estabilidad.

En la Tabla que sigue se muestra un ejemplo tipico de estos datos de entrada
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Ecuaciones basicas de circuitos magnéticos

Se usara la notacion:

®@: flujo magnético generado por una bobina

v: Numero de enlaces de flujo de una bobina (flujo magnético enlazado por cada espira,
multiplicado por el nimero de vueltas)

Bobina simple (Ver figura)

ey = dy/dt + r.i v =L.i

L=coeficiente de autoinduccién=nimero de enlaces de flujo por unidad de
corriente=N.(N.i.P) /i =N2.P

N=numero de vueltas P=permeancia magnética=p.S/l (inversa de la reluctancia)

u=permeabilidad magnética del medio |, S =longitud, seccion de la bobina

Circuitos acoplados (Ver figura)

e1=dy /dt +r1 .01 e2=dyz /dt + 12 .02

y1= N1 (®m1 + Di1) + N1 D2
y2=N2 (Omz + D12 ) + N2 Py

®mk = flujo mutuo generado por la corriente ik

@\ = flujo de dispersion generado por la corriente ix que enlaza sélo el devanado "k"
Wk = Lkk.ik + Lij .ij

Lkk= Nk (®mk + @ik ) /ik = Lmk+Lik (inductancia de dispersion + inductancia
magnetizante) = Ni2.(P+Pa)

La identificacion de la inductancia de dispersion facilita introducir coeficientes de
saturacion, que so6lo son aplicables a las inductancias asociadas a los flujos que circulan
por caminos de material ferromagnético.

Lkj = Nk. ®@mj / ij = coeficiente de induccion mutua = N1.N2.P

P = permeancia del camino del flujo mutuo

P.= permeancia del aire

Los coeficientes de induccidon mutua se asumen positivos cuando corrientes positivas en
los devanados involucrados generan flujos propios y mutuos que se suman en cada

bobina (depende de la orientacion adoptada para las corrientes y del sentido fisico de
bobinado)



Comentarios:

A los efectos de la aplicacidn de estos conceptos al célculo de los coeficientes de
induccidén de la maquina sincrona se desea resaltar, en particular, que los coeficientes de
induccidn son proporcionales a las permeancias del camino magnético. En particular (y
dado que las reluctancias de caminos magnéticos compuestos por materiales diversos se
agrupan como las resistencias de un circuito eléctrico): si el flujo magnético circula por
un camino ferromagnético con “gaps” de aire en serie, la permeancia del circuito
completo queda definida casi exclusivamente por la geometria de esos “gaps”
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Circuitos magnéticos acoplados



Esquema basico de la maquina sincrona

r g-axia

Axis of phase b
(]

Field winding

T Axis of phase o

Axis uf‘p}ms: «

Iragrama csguemdnicn de una médguing sincrona (rfisica

El diagrama muestra un corte simplificado de una maquina sincrona de dos polos
salientes (generador hidraulico), en que habitualmente el nicleo del rotor es de hierro
laminado.

Los generadores térmicos suelen tener (por motivos de disefio mecanico asociados a la
alta velocidad de giro) un rotor de forma cilindrica (maquina de polos lisos) de hierro
macizo.

En el rotor se suelen incorporar devanados adicionales en cortocircuito (devanados
amortiguadores) cuya funcion es amortiguar las oscilaciones del rotor durante
perturbaciones o desequilibrios de carga. Estos devanados suelen ser del tipo “jaula de
ardilla” (barras de cobre alojadas en las expansiones polares, cortocircuitadas por medio
de anillos en sus extremos) en las maquinas de polos salientes. En las maquinas de
polos lisos, estos devanados pueden existir (barras de cobre alojadas en las mismas
ranuras gque el devanado de campo) o no. Aun en los casos que no existen, la circulacién
de corrientes inducidas en los rotores macizos de polos lisos genera efectos equivalentes
a los de los devanados de amortiguacion (se habla de devanados amortiguadores
“ficticios”).

El eje del devanado de campo es el denominado “eje directo” de la maquina, en tanto
que el eje ortogonal al eje directo (orientado convencionalmente en la forma indicada en
la figura) es el “eje en cuadratura” de la maquina.

Se hace notar que, incluso en las maquinas de rotor liso, la geometria de permeancias
entre estator y rotor no es exactamente cilindrica, debido al efecto de las ranuras en
donde se aloja el devanado de campo.



Modelo abstracto de la maguina sincrona

La maquina sincrona se puede modelar en forma abstracta como un conjunto de
devanados (devanados del estator, devanado de campo, devanados amortiguadores)
acoplados electromagnéticamente a través de caminos magnéticos parcialmente en aire
y parcialmente por materiales ferromagnéticos (rotor, carcaza del estator).
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Se observa que los devanados amortiguadores se representan convencionalmente por 2
devanados concentrados (uno en el eje directo, otro en el eje en cuadratura).

Se observa asimismo que las corrientes en los devanados del rotor se orientan
convencionalmente “hacia adentro” y en los devanados del estator “hacia afuera” (de la
maquina hacia la red).

La maquina se supondra por ahora totalmente lineal, y es de esperar (dado que varias de
las bobinas “ven” una geometria de entrehierros que va variando a medida que el rotor
gira) que algunos de los coeficientes de induccion varien en funcion del tiempo.



Coeficientes de induccion de la maguina sincrona

Se indica a continuacién la forma general de los coeficientes de induccion propios y
mutuos en juego:

a) Estator

Aaa= LaaotLaa2.C0S26.

Abb = LaaotLaa2.c052(6-120°)

Ace = LaaotLaa2.c052(6+120°)
Aab= -(Labo+Lap2.c052(6+30°))
Mac= -(Labo+Lab2.c052(6+150°))
Aoc = -(LapotLan2.c052(0-90°))

Comentarios:

-Es intuitivo que estos coeficientes tengan una variacion periddica con el tiempo, y de
periodo 180 °, dado que la geometria de entrehierros (y, por lo tanto, la permeancia de
los caminos de flujo) se repite con este periodo. Es razonable también imponer que los
coeficientes nunca se anulen (independientemente de la posicion del rotor, siempre hay
flujos enlazados).La expresiones explicitas indicadas pueden verse como los 2 primeros
términos de los desarrollos de Fourier de estas funciones periddicas.

-Si se hace un desarrollo riguroso a partir de la geometria de la maquina, se puede ver
que algunos de los coeficientes “L” estan relacionados entre si [Alvarez].

b) Rotor

Afdfd = Lfdfd  Akdkd = Lkdkd Akgkq = Lkgkq  Afdkg = Akdkg= 0 Afdkd = Lfdkd

Comentarios: Si consideramos los flujos creados por una de las bobinas del rotor y
enlazados por otra, las permeancias involucradas no cambian con el tiempo (debido a la
geometria cilindrica del estator),de ahi que los coeficientes de induccion resulten
constantes. Los coeficientes de induccion mutua entre devanados de eje directo y de eje
en cuadratura son obviamente nulos (por ser bobinas a 90 ©)

c) Rotor-estator

Aafd = Lafd.COSO
Aofd = Lafd.c08(0-120°)
Aefd = Lafd.c0S(0+120°)

Aakd = Lakd.cOSO



Abkd = Lakd.C0S(0-120°)

Aekd = Lakd.cOS(0+120°)

Aakqg= -Lakq.5€N0O

Abkq = -Lakg.5€N(0-120°)

Aekq= -Lakq.Sen(6+120°)

Comentarios: Las expresiones obtenidas obedecen en este caso al clasico ejemplo de un
iman girando en el centro de una bobina fija ( la geometria de entrehierros “vista” por
los flujos es constante, pero el campo magnético va cambiando su angulo respecto a la

bobina fija del estator; de ahi que se obtengan funciones periddicas de periodo 360 °).

Caso de maquina con “p” pares de polos

Si la maquina tiene “p” pares de polos, las situaciones descritas se repiten toda vez que
un nuevo par de polos ocupa en el espacio la posicion del par de polos anterior (por
ejemplo: si hay 2 pares de polos las geometrias de entrehierro que definen los caminos
magneticos estator-estator se repiten cada 90 ° en vez de cada 180°).Bastara, por lo
tanto, con cambiar 6 por p6 en las expresiones anteriores.

Esta sustitucion se suele identificar de la siguiente forma: si 6m es el angulo “mecéanico”
de la maquina (el que identifica fisicamente la posicion del rotor), las relaciones
tension-corriente se expresan en funcién de un angulo “cléctrico” 6 (que, como se vera
rigurosamente mas adelante, es el que define la frecuencia de las tensiones generadas)
cuya relacion con el anterior es 6 = p.Om .

Derivando respecto al tiempo esta expresion, se obtiene la conocida relacion entre
frecuencia (f) y velocidad de la maquina (n): f = p.n, en unidades coherentes.
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Ecuaciones de estado instantaneas en coordenadas de fase

Para cada uno de los 6 devanados:
V = r.i+dy/dt

Wj = -Aja-da - Ajp.db- Aje.dc + Ajrd.id + Ajkd.Ikd + Ajkq.Ikq , CON j =&, b, ¢, fd, kd, kq
(los signos de”-* se deben a la orientacion adoptada para las corrientes de estator)

En notacién matricial:

a Vig v
Ve = A VvV = Vig (COﬂ Vikd = Vkq = O) V= |: VS :|
r

Ve qu

( vectores columnas de tensiones del estator, del rotor y de toda la maquina)

a - ifd
=1, i"=|-i.4 | (observar convencion de signos!!) i= { is }
ic - ikq '
Va VYig
\VS: Vo \Ifr: WYkd V= |:\|’s }
Ve l|’kq Y,

Se supone: rs= ra= rpy= Ic R®=rsUs (Us: matriz identidad de orden 3)

I'fd
R" = Ikd
rkq
RS
R =
RI’
kaa kab ?bac Kafd 7bakd 7Lakq
Aba Abb Abe Abfd Abkd Abkq
L= kca kcb ?bcc chd 7bckd 7Lckq
Afda Afdb Afde Afdfd Afdkd 0
Akda Akdb Akde Akdfd Akdkd 0
kkqa kkqb quc 0 0 7bquq
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Con esta notacidn las ecuaciones de estado en coordenadas de fase resultan:
v=d/dty-R.i

v =-L.i

Las ecuaciones diferenciales asi planteadas son dificiles de resolver debido a:

a) 27 de los coeficientes de la matriz L son dependientes del tiempo (no todos distintos,
debido a la simetria de los coeficientes de induccion mutua)

b) El sistema es fuertemente acoplado (sélo 4 coeficientes de L nulos)

Estas dificultades motivan la introduccion de una transformacién matematica que
permita simplificar las ecuaciones.

Observar que para resolver la dificultad b) bastaria con transformar las ecuaciones de
forma tal que la matriz L (una matriz simétrica) resulte diagonal. Dado que esto se
puede hacer de infinitas formas, se intenta elegir una de esas transformaciones que,
simultdneamente, resuelva la dificultad a).

La transformacion elegida no permite resolver ambas dificultades en forma
“perfecta”(observar que al diagonalizar L se corre el riesgo de transformar los
coeficientes de induccion constantes de L™ en funciones del tiempo), pero permite
resolver completamente a) y simultdneamente resolver razonablemente b).
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Transformada de Park

La transformacion elegida “T” deja invariantes las variables de rotor
y diagonaliza la matriz de inductancias L* .

tp
T=
Us
coso cos(6-120) cos(6+120)
tp= 2/3 -send -sen(6-120) -sen(6+120)
1/2 1/2 1/2
coso -send 1
tpt = cos(6-120) -sen(0-120) 1
cos(6+120) -sen(6+120) 1

Comentarios: tp es una matriz ortogonal (el producto escalar de 2 filas distintas
cualesquiera es nulo), pero no unitaria (tp. tp' # U3 ).

Notacion: _
Vg Iq Yy
S — S — 1S — —_ - S — S —
P V'=VHh= v, . F=rp=1i, Py = yp= |y,
Vo ) VYo
Comentario

La notacion utilizada se debe a que si ma my mces una terna de vectores colineal con
los ejes de los devanados del estator resulta:

Mg = 2/3.(Ma.c0S 6 + My.cos(6-120) + mc.cos(6+120)) (suma de proyecciones en eje "d")
mq = -2/3.(masen 6 + mp.sen(6-120) + mc.sen(6+120)) (suma de proyecciones en eje
"q")

mo = 1/3(ma+ my+ mc) (componente homopolar).

\Y; i
we ] =7 v
Vr Ir \III’

Desarrollo de las ecuaciones

Multiplicando a la izquierda por T en las ecuaciones en coordenadas de fase:
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Vo= T.didt (Typ) - (T.RTY) iy
Yp= ‘(T.L.T-l) ip

Usamos la notacion: L,=T.L.T? R,=T.R.T'=R (en general: la transformada de
Park no modifica matrices diagonales cuyos elementos diagonales son todos iguales)

Desarrollando el primer término de la primera ecuacion:
T.d/dt (Typ) = T.d/dO (T)yp.do/dt + dyp /dt

Usamos la notacion: G = T.d/d0 (T?) w=de/dt gp=t,.d/dO (t;2)

Op 0
G=
0 0
0 -1 0
O = 1 0 0
0 0 0

Ecuaciones de estado en coordenadas de Park

Con las notaciones adoptadas, las ecuaciones de la maquina en coordenadas de Park se
escriben de la siguiente forma compacta:

Vp = d/dt Yp +w.G Yp- R. ip

Wp =-Lp . ip
Lg 0 0 Lafd Lakd 0
0 Lq 0 0 0 Lakq
Lp = 0 0 Lo 0 0 0
3/2.Lad 0 0 L fafd L fakd 0
3/2.Lakd 0 0 L fdkd L kdkd 0
O 3/2 Lakq O O 0 qukq

Comentarios

-Maés adelante se indica como quedan las ecuaciones de Park si uno sustituye los flujos
de la segunda ecuacion en la primera (se obtienen, por lo tanto, relaciones tension-
corriente).La formulacion a través de los flujos en la forma aqui indicada es mas util
para introducir la saturacion en la teoria y para establecer condiciones de continuidad
antes y después de una perturbacion.

14



-Observar que si se supone w=constante, el sistema de ecuaciones diferenciales
obtenido es de coeficientes constantes. Se asume esta hipotesis en el desarrollo
posterior del modelo.

Propiedades de la matriz Lp:

a) Ninguno de sus elementos depende del tiempo (por lo tanto: si uno asume la
aproximacién de que w es constante, las ecuaciones de Park son de coeficientes
constantes)

b)Es mucho més esparsa que la matriz original

c)A diferencia de la matriz original, no es simétrica (consecuencia de que t, no se eligio
unitaria)

Interpretacion fisica de la transformada de Park:

La transformada de Park “sustituye” 10s devanados del estator por 3 devanados ficticios
(d, g,0) con las siguientes caracteristicas:

a)La relacion flujo- corriente para el devanado “d” esta dada por: yq = -Ld.id + Lafd.itd +
Lakd.ikd ,1o cual nos dice que el devanado “d” estd “montado” sobre el rotor (dado que
los coeficientes de induccion propia y mutua no dependen del tiempo),y con su eje
sobre el eje directo (dado que interactta con los 2 restantes devanados del eje directo, y
con ninguno del eje en cuadratura)

b)En forma analoga: el devanado “q” esta “montado” sobre el eje en cuadratura del
rotor.

c)La relacion flujo-corriente para el devanado “0” esta dada por yo = -Lo.io,por lo que el
devanado “0” debe verse como un devanado ficticio ortogonal al plano d-g (no
interacttia con ninguno de los otros devanados).

Si uno realiza el calculo riguroso de los coeficientes de induccion (cosa que no hemos
hecho),se puede verificar que Lo no es mas que la inductancia de dispersion “L;” de los
devanados del estator, resultado que es intuitivamente compatible con la idea de que el
devanado “0” no interactia con ninguno de los devanados del rotor.

La idea de “sustituir” los devanados del estator por devanados en el rotor es analoga a la
que se usa en el analisis de transformadores, cuando las reactancias de cortocircuito del
primario se refieren al lado secundario. En nuestro caso hay que tener en cuenta
adicionalmente que estamos sustituyendo devanados fijos por devanados giratorios, y el
“precio” de esta sustitucion es introducir en las ecuaciones tension-flujo el término

w.G yp (la llamada “tension de velocidad”).Este término es el tnico “discordante” en
las ecuaciones de Park: si no fuera por él las ecuaciones de la maquina en el dominio de
Park serian las asociadas a 6 bobinas estaticas interactuando electromagnéticamente.
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Comentarios adicionales

1) Si uno quiere introducir los efectos de saturacion en la maquina sincrona, es
necesario discriminar en cada uno de los coeficientes de autoinduccion Aj asociados al
estator el término correspondiente a los flujos de dispersion (aquéllos que no enlazan a
otros devanados), dado que éstos circulan por caminos de aire (no saturables).
Identificando estos términos, los coeficientes de autoinduccion se escriben como

Ajj = A’ + \i siendo A’ el término asociado a los flujos que enlazan otros devanados
(inductancia saturable, dado que circula por caminos que involucran al hierro del estator
o del rotor),y A el término de dispersion. Si el término de dispersion se supone
constante (no dependiente de la posicidn del rotor) e igual en los tres devanados de
estator, la transformada de Park lo transforma en el mismo término constante; y las
inductancias Lq y Lq en el dominio de Park se pueden escribir como:

Ls = Las + Lt (inductancia saturable + inductancia de dispersion)

Lq = Laq + LI

con L=\

2) Mediante una adecuada seleccidn de valores base (tension y corriente) en el estator y
en cada uno de los devanados del rotor (un total de 8 valores base a escoger) es posible
consequir:

a)Que la matriz de inductancias de Park sea simetrica (3 condiciones).

Esto se consigue mediante el siguiente procedimiento [Kundur, pag.79]:

Wd = -La.ia + Lafd.ifa + Lakd.Ikd .

Dividiendo por Le.in,(valores base de estator) e identificando los valores p.u con un * :

ya* = -La*.ig* + (Lad.ita )/ (Lb.ib) + (Laka.ika)/ (Lb.ib) = -La*.ic* + Larg™*.irs* +
Lakd™.ikd™

En que (por definicion) Lat™*= (Lad. ifab)/(Lb.ib),Siendo isap la corriente base del devanado
de campo, y en forma analoga: Lakd* = (Lakd.ikdb)/(Lb.ib).

yid = -3/2.Lafd.id + Lrafa.itd + Ldkd. Ikd
Dividiendo por L. itdb,(valores base de rotor) e identificando los valores p.u con un *:

yig® = -3/2.(Lad.id)/ (Ltdb.ifab) + Ltata™.ita* + (Lfdkd.ikd)/ (Ltdb.lfdb) = -Lfda™.ia* +
Ltgra™.ita* + Lfdkd™.Ikd™

En que (por definicion) Lsga* = 3/2.(Lafd.ib)/(Ldb. ifab),Siendo Lsab la inductancia base del
devanado de campo En forma analoga Lfaka* = (Ltdkd. ikdb)/( Ltdb. ifdb))

Para que Lat* = Ltaa™* debe cumplirse: Leab.iran> = 3/2.Lp.is%,y multiplicando a ambos
lados por Wo:  €fdb.itdb = 3/2.€p.1p .,SiENdO €fab Y €1 las correspondientes tensiones base.
Como habitualmente se eligen como corriente/tensién base en el estator los valores
nominales de pico fase-tierra, la relacién anterior impone: Ptgh = Sn , siendo Prap la
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potencia base en el devanado de campo, y Sy la potencia aparente nominal trifasica de la
maquina.

En forma anéloga: la otras 2 condiciones de simetria (para Lakd Y Lakg) imponen que las
potencias base en los 2 devanados amortiguadores sean también iguales a Sp.

b) Que todas las inductancias mutuas estator-rotor en el eje directo sean iguales e
iguales a Lag (2 condiciones)

Estas condiciones se obtienen a partir de los desarrollos anteriores:

Lafa™ = (Lafd. itdn)/(Lb.ib) = Lad™ = Lad/Lb,de dénde debe imponerse isdo = ib. Lad/Latd

En forma analoga: ikdo = ib.Lad/Lakd

¢) Que todas las inductancias mutuas estator-rotor en el eje en cuadratura sean iguales e
iguales a Lag (1 condicion)

El desarrollo es analogo al del eje directo, obteniéndose: ikgp = ib. Lag/Lakq

3) Es habitual suponer, asimismo, Lkd = Lad (en p.u) (fisicamente: el devanado
amortiguador de eje directo estd muy cerca del estator, por lo que el flujo generado por
el devanado de campo que enlaza a este devanado amortiguador es casi el mismo que

enlaza al estator)

4) Con estas simplificaciones, la matriz de inductancias de Park se escribe en p.u de la
siguiente forma (muy habitual en la literatura):

Lq 0 0 Lad Lad 0
0 L, 0 0 0 Lag
Lp = 0 0 Lo 0 0 0
Lad 0 0 Lfafa Lad 0
Lad 0 0 Lad Lkdkd 0
0 Laq O O O qu kq

Comentario: La motivacion para obtener una matriz de inductancias simétricas pasa por
poder obtener circuitos equivalentes (en los circuitos “fisicos” las inductancias mutuas
son siempre simétricas)
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Ecuaciones en coordenadas de Park desarrolladas

Vg = dya/dt-w.ygq - Is.ig
Vg = dyq /dt + W.yg- Is.ig
Vo = dyo /dt - rs.io

Vid = dyta /dt + req.itd

0 = dykd /dt + rig.ikd

0= d\llkq /dt + rkq.ikq

Wd = -La.ig+ Lafd.ifd + Lakd.ikd

Yq= -Lq.ig+ Lakg.Ikg

Yo = -Lo.io

Wid = -3/2.Lafd.1d + Lafd.Ifd + Ltdkd.Ikd
Wkd = -3/2.Lakd.ld + Ltdkd.Itd + Lkdkd.Ikd
Wkq = -3/2.Lakg.iq + Lkgkg-Ikq

Alternativamente (eliminando los flujos):

Vd = -Lg dig/dt + Latd.dita/dt + Lakd.dikd/dt - rs.ig+ W.Lq.iq- W.Lakg.ikq
Vq = -Lq dig/dt + Lakg.dikg/dt - rs.iqg- W.Lgd.id + W.Lafd.ifd + W.Lakd. ikd
Vo = -Lo.dio/dt - rs.io
Vid = -3/2.Lasadig/dt + Liard.disa/dt + Ltdkd.dika/dt + rrg.ita

0 = -3/2.Lakd dig/dt + Lidkg.difa/dt + Lkdkd.dika/dt + rid.ikd

0= '3/2.Lakq dlq/dt + qukq.dikq/dt + rkq.ikq

A partir de estas ecuaciones se analizaran diversos casos de funcionamiento de la
maquina mediante el siguiente procedimiento “standard”:

a) Las condiciones de borde del problema (tensiones o corrientes intercambiadas con el
sistema) se transforman al dominio de Park

b) Se resuelven las ecuaciones de Park

c) Mediante la transformada inversa de Park se obtiene la solucién en coordenadas de
fase,

Potencia entregada en coordenadas de Park

P3f = Va.ia + Vb.ib + Vc.ic = (Vs)t. is = (tp_l. (Vsp))t .tp_l. isp
Paf = 3/2.va.lg+ 3/2.vq.iq+ 3Vo.io
Por lo tanto: la potencia no es invariante por la transformada de Park.

Comentario: El calculo hecho es de potencia trifasica instantanea.

Recordar que la potencia activa es (por definicion) el valor medio de esta potencia en
un ciclo, y que si el sistema es trifasico equilibrado la potencia trifasica instantanea es
constante, y coincide con la potencia activa .

(Por supuesto que esto no es cierto si se analiza en cada fase, apareciendo el concepto
de potencia reactiva por fase.)
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Régimen estacionario balanceado

A) Maquina en vacio

1) Condiciones de borde:
i*= i = [0], vta = Vra = constante

2)Aplicacién de las ecuaciones de Park:

Imponiendo condiciones de régimen en los devanados del rotor (dtq /dt= dykq /dt=
dykq /dt=0) :se cumple:

Vid = I'd.ltd

Ikd=Ikqg=0

Ecuaciones del estator en coordenadas de Park:
Vq= W.Lafd.id = W. Latd. Vra/Td
Va=vo=0

3)Aplicando transformada inversa de Park:
ve=tpl.ve, =

Va = -5en0.W.Latd. Vil

Vb = -5en(6-120).W. Latd. Via/Td

Ve = -sen(0+120).w. Latd. Vra/Td

en que 6 = w.t +6(0) , y se supone 6(0)=0

4) A efectos de facilitar el analisis de sistemas con muchas maquinas, habitualmente se
prefiere referir los angulos respecto a una maquina comun de referencia, girando a
velocidad sincrona (ver figura):

0 = wo.t+5-90 (8: angulo del eje en cuadratura respecto al eje de referencia sincronico,
W=Wo en regimen ).

Resulta:

Va= V2.E|.cos(W.t+8)

Vb = V2.E1.cos(w.t+5-120)

Ve = V2.E).cos(w.t+8+120)

con E;= 1/N2.w.Las.ita  (la llamada “tensién proporcional a la corriente de campo™)

El resultado final es que la maquina genera en vacio una terna de fasores de tension de
secuencia positiva, con modulo proporcional a la corriente de campo y fase igual a un
angulo 5 que también identifica la posicion fisica del rotor.
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B) Maquina en carga

1) Condiciones de borde:

ia = V2.11.COS(Wt+3+D)
ib = V2.11.cos(Wt+8-120+®)
ic = V2.11.co8(Wt+8+120+D)

Se impone que las corrientes inyectadas al sistema formen una terna de fasores de
secuencia positiva, cuya fase respecto al eje sincronico es 5+® (® es el angulo del fasor
corriente respecto al eje q, ver figura).

i6 ial, =1y, el asor corriente eficaz de la fase “a”
En notacion fasorial, para la fase a: 1=11. e &*®)  (f; te eficaz de la fase “a”)

20



2)Aplicacion de las ecuaciones de Park:

Aplicando transformada de Park:
ig=-V2.11.sen ® ig=\2.11.cos ® i0=0

Comentario:

Observamos que en este caso las variables transformadas son constantes (no dependen
del tiempo)..

Mas en general: sea w la frecuencia asociada a la transformada de Park.

Es facil ver que la transformada de Park transforma ternas de secuencia positiva de
cosenoides de frecuencia w’ en ternas de cosenoides de frecuencia (w-w”).

En particular: si w=w’ se obtienen constantes, y si w’=0 se obtienen cosenoides de
frecuencia w.

Teniendo en cuenta que : dig/dt = dig/dt =0  ika=ikg=0

Vid = .t

Vd = -Is.id+Xq.Iq

Vq = -Is.ig-Xd.ld+ W.Lafd.ifd = -I’s.iq-Xd.id+\/2.E|

vo=0

y sustituyendo iq,iq con las expresiones vistas, obtendriamos la solucion del problema en
coordenadas de Park .

Asumiendo w=constante, se definen:
Xd=W.Lq ( reactancia sincronica de eje directo )
Xq=W.Lq ( reactancia sincronica de eje en cuadratura )

3)Aplicando transformada inversa de Park:

Va= V4.COS O - Vq.5en0

Vb= V4.C0S (0-120) - vq.5en(6-120)
Ve = Vg.coS (0+120) - vq.5en(6+120)
6 = wt+5-90

lo cual muestra (como era de esperar) que también las tensiones forman un sistema
balanceado de secuencia positiva

Métodos fasoriales

Dado que todo es balanceado, pasamos a trabajar s6lo con la fase “a”:
Va = Vg.S5en (wt+3) + vq.cos(Wt+3)
En forma fasorial:

Va= V2.V1 €0s (Wt+8+8.) = Re(V2.Vy1.e1(6+37) g ju)
ia= V2.11. cOS (Wt+3+®D) = Re(V2.11.e1(6+®) g Iwty

siendo
V2.V1= (Vv 198. = -valvg
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V2.1 = (i+i)Y?  tg® = -idliq

Vo= -V2.V1.5en & Vg = V2.V1.c05 &
ia= -V2.1..5en @ ig =V2.11.cos @ (relaciones ya obtenidas més arriba)

Se definen los siguientes fasores:
V = V1.6 6*) ( fasor voltaje eficaz de la fase “a”)

Fasor E; = E.e’?d (fasor de tension proporcional a la corriente de campo).Este fasor esta
sobre el eje “q”, y lo llamaremos también E; cuando no de lugar a confundirlo con su
madulo.

lq = iq/\/2.el:5 ,que es un fasor sobre el eje g
la = ig/N2.e1@90=_j jy/\2.e7%  que es un fasor sobre el eje d.

Se observa la siguiente relacion fasorial:

lg+la= 1N2. (ig-j.id) @18 = 1/42.(\2.11.c0sD+j.V2.I1 send) eid= Iy, g] ¢+P)=]
por lo que los fasores Iq e 14 N0 son méas que las proyecciones de | sobre los ejesd y q.

En forma analoga: V = 1/\2. (vg-j.vd) ei?
En base a estas relaciones, interpretamos las ecuaciones de Park en términos fasoriales:

Vd = -Is.id + Xq.1q

Vq = -Is.iq- Xd.lg + \V2.E =

Vqj-Va = Ts.(iq-j.1d) - Xd.id- .- Xq.iq + V2.E1 =

(Vg-j.Va) €18 = —rs.(iq-j.ia) €79 - Xq.ig €19 - j.xq.ig 1% + V2.E el® =
V =-rsl -jXdld- jXglg + EI =

EI =V + rs.l +j.Xd.|d+j.Xq.|q .

En condiciones de régimen it s constante, por lo que Ej puede verse como la “fem”
interna de la maquina. Observar asimismo que es un fasor sobre el eje “q”.
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(En esta figura 6. y ®@ son negativos)

La desventaja de esta representacion fasorial es que aparecen lq e I, fasores que no se
pueden “enganchar” directamente con la red externa, sino a través de la transformada
inversa de Park. Para subsanar en parte este problema se manipulan algebraicamente las
ecuaciones de la siguiente forma:

Ei=V+rsl+jXala+ jXglg=V + sl +].X0.1 + J.(Xd-Xg).ld =
Ei- j.(Xa-Xg).1a=V + rs.] + j.xq.1

Se define:
Eq= Ei- J.(Xd-Xq).1d (Tension atras de la reactancia sincronica de eje en cuadratura,
fasor sobre el eje "g") =

Eq=V +r.l +j.xq.l

Esta representacion clasica de la magquina como una fem Egq atras de la reactancia
sincronica en cuadratura no es totalmente exacta, ya que Eq no es, por su definicion,
una fuente de tension ideal (su valor depende de Ig).

Para el caso particular de la maquina de rotor liso es xa=Xq = Eq=E), la
ecuacion fasorial es E;= V +(rs+ j.Xq).1 ,y la representacion si es exacta.
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Régimen transitorio balanceado aproximado

Se adoptan las siguientes hipdtesis simplificatorias:

1) No se consideran los arrollamientos amortiguadores

2) A los efectos de célculo de reactancias y de los célculos fasoriales se considera
w=constante=w de régimen

3) Se asume dyg/dt=0  dyg/dt=0

Comentarios sobre las hipétesis simplificatorias:

a) Los arrollamientos amortiguadores tienen transitorios con constantes de tiempo del
orden de unos pocos (tipicamente:2 o 3) ciclos, por lo que despreciar los arrollamientos
amortiguadores equivale a “mirar” la maquina una vez transcurrido ese transitorio
inicial. Esta hipotesis es aceptable para los estudios clasicos de estabilidad transitoria
(con intervalos de tiempo de estudio de hasta 10 segundos), no lo es para otros tipos de
estudio ,como ser el calculo de cortocircuitos, en que el valor de pico de la corriente
aparece en esos ciclos iniciales. Méas adelante se vera como se modifica la teoria si se
levanta esta hipotesis (régimen subtransitorio)

b) Asumir las derivadas de los flujos nulas no equivale a suponer los flujos constantes
en todo el estudio, sino a suponer que, una vez producida la perturbacion que motiva el
estudio, las variaciones de los flujos son sumamente rapidas

Esta hipdtesis es mas bien discutible (la constante de tiempo de los flujos puede llegar
hasta a unos 20 ciclos [Kundur, pag. 161] ,y mas bien se suele adoptar esta hipotesis
debido a que si consideraramos estas derivadas no nulas seria necesario (a efectos de
tener un modelo coherente, dado que los flujos terminales de la maquina se
“enganchan” con la red de trasmision externa) considerar en el modelo también los
transitorios de la red de trasmision .y no solo las ecuaciones algebraicas de la red en
régimen.

Se ha verificado empiricamente, asimismo, que levantar esta hipotesis no altera
sustancialmente los resultados de los estudios [Kundur, pag.170].

Otro argumento habitual para mantener esta hipotesis es que, en la practica, estos
términos son mucho mas pequefios que los términos de “tension de velocidad” (de la

forma w.y) con que estan sumados en las ecuaciones de Park.

¢) En relacién a los estudios clasicos de cortocircuito, se hace notar que no tener en
cuenta la derivada de los flujos respecto al tiempo, equivale a no considerar la
componente de continua en la corriente de cortocircuito. Al no considerar esta
componente, se acepta que la corriente ’pegue un salto” luego del cortocircuito
[Kundur, pag.109].

d) Observar que las hipotesis 1) y 3) significan que s6lo consideraremos con precision
los transitorios del devanado de campo.

Bajo estas hipotesis, las ecuaciones de Park se escriben:
Vd = -W.\/q - Is.id

Vg = W.yd- Is.lq
Via = dyta /dt + rrg.itd
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yd=-Lg.ia+ Lafd.Ifd
Yo=-Lalg _
Wid = -3/2.Lafd.la + Lidfa. Id

(Recordar que los términos homopolares son nulos debido a la hipétesis de
régimen balanceado).

Eliminando i« entre la Gltima y antepenultima ecuacion:

wd =-L'aig + Lafo/Ldfd. W
con L'a= Lq - 3/2.Law®/Ltara ( "Inductancia transitoria de eje directo™)

Se definen:

E'q = W.Lata/Ltata. wra/N2 ("Voltaje proporcional a los enlaces de flujo de campo™)

X'¢= w.L'q ("Reactancia transitoria de eje directo") =

V4= 'rs.id + Xq.iq
Vq = \/Z.E'q = X'd.id = rs.iq

Son ecuaciones formalmente similares a las de regimen, cambiando X4 por X'q y Ei por
E'q, y en forma anéloga al caso de régimen, se define el fasor E’q= E’q.8°

La ecuacion restante (la Unica ecuacion diferencial) se transforma asi:

Multiplicando en la tercer ecuacién a ambos lados por Lag/Lsara.w/N2 y definiendo:
T'e0 = Liafa/rra ("Constante de tiempo transitoria de eje directo, a circuito abierto™: es la
constante de tiempo del devanado de campo si la maquina esta en vacio, con valores
tipicos entre 2 y 10 segundos).

Etg = (W.Lata)/(rra. V2).via ("Voltaje proporcional al voltaje de campo")

=

dE'¢/dt = (Ew.- Ei)/T's0 (forma habitual en que se encuentra en la literatura esta ecuacion
diferencial).

Observar que (dado ig,que se obtiene a partir de las condiciones de conexion a la red)
ésta se puede ver también como una ecuacion diferencial en E’q, dado que de las
relaciones:

Vg = V2.E'q- X'd.id- Fs.ig

Vg = V2.Ei- Xq.ia - Is.iq

se obtiene la relacion: Ey = E’q+ (Xa-x’q).ig/N2

Comentario: Se elige E’q como variable de estado para describir la dinamica del
devanado de campo porque (por ser proporcional a un flujo) no puede variar en forma
instantanea al producirse una perturbacion. Esto facilita imponer condiciones iniciales
en el momento de la perturbacion (del tipo: E’q (0+) = E’q (0-))

Sintesis:
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Vd = -Is.dd + Xq.ld

Vg= V2.E'q - X'd.id - Fs.iq

dE'¢/dt = (Efa - E))/T'q0

Ei=E’q+ (Xa-X’a).ia/\2

(Caso particular: en régimen Erq = Ei, y E'q €s constante)

Métodos fasoriales

Asumiendo que las corrientes son de secuencia positiva, podemos operar igual que en el
desarrollo hecho en régimen permanente:

Elq: V + rsl +j.de.|d+j.Xq.|q

E’q puede verse como una fem interna de la maquina en el intervalo de tiempo en que
yd N0 cambia. Aln teniendo en cuenta la presencia de un regulador de tension (AVR),
este intervalo de tiempo es del orden del valor de T'q (varios segundos).

Cuando si se consideran las variaciones de yr4 (ya sea por la presencia del AVR o
porque se quiere hacer un analisis mas preciso), las variaciones de E’qse calculan a
través de la ecuacion diferencial vista.

Observaciones:

-Al igual que en el caso de regimen, el angulo de fase de E'q respecto al eje sincrénico
de referencia es también el &ngulo "5" del eje "q" de la maquina respecto a ese eje.

-EI método fasorial se aplica en este caso no en régimen (que es la aplicacion habitual),
sino en el contexto de un analisis cuasiestatico: los fasores van cambiando a lo largo del
tiempo, y el método fasorial se considera valido en cada intervalo de tiempo elemental
de célculo

Al igual que en el caso de régimen, en los modelos simplificados se busca manipular la
ecuacion fasorial para poder “enganchar” facilmente con la red externa.

Una forma sencilla de hacerlo es usar el mismo Eq que en los estudios de régimen,
haciendo uso de la relacion fasorial Eq = E’q + j(Xq-x’4).l4 para calcular (en cada
intervalo de célculo) el valor de esta “fuente de tension”

(Recordamos que Eq verifica:Eq=V + rs.l + Xq.1)

Comentario

En los métodos de calculo mas antiguos se usaba habitualmente este otro modelo:
Definimos:

E'=E'q- j.(Xg-X'a) Iq ("Voltaje atras de la reactancia transitoria de eje directo™)

=

E'=V+rsl+jXal

E’ no es una fuente de tension ideal (su modulo depende de la corriente),y su angulo de
fase respecto al eje de referencia es sélo aproximadamente "8" (manipulando las
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ecuaciones de otra forma: sumando y restando j.Xq.ld Si se obtiene, en vez de E’, un
fasor en el eje g ; pero no es habitual presentarlo de esta forma).

/ L
,::;L\_ JF,/

Diagrama fasorial: régimen transitorio balanceado, con Eq
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Régimen subtransitorio balanceado aproximado

Ahora si se consideran los devanados amortiguadores, y el desarrollo es
conceptualmente similar al hecho para el régimen transitorio:

Wd = -Ld.lg+ Lafd.ifd + Lakd. Ikd
Wid =-3/2.Lad. ld+Lsdfd. ifa+ Ledkd. Ikd
Wkd=-3/2. Lakd.1d+Lfdkd. Ifd+Lkdkd. Ikd

Despejando ifd , ika de las 2 Ultimas y sustituyendo en la primera se obtiene una relacion
de la forma:

Wd=-Lq.0d + Ki. i + Ka. Yd

Analogamente:
Ya=-Lqig+ Ka. yiq

L’q,L”’q se denominan inductancias subtransitorias de eje directo y en cuadratura.

Sustituyendo en las ecuaciones tension -corriente :
V4= 'W.\Vq - rs.id
Vg = W.\yq - Is.iq resulta:

V4= X,,q.iq - rs.id - W.K3.\|qu
Vq=-X"g.1d - Is.iqg + WKL yrg + W.K2.ykd

Manipulando estas ecuaciones en la forma habitual:

V2.V = (vg—j.va ).e13=V2.(-rs .1 - j.x’d la— j.x""q .Iq + E”’q+j.E”’4) , con
E’q= e f (Wi, .Wkd) y E”’a = -j.6° g (ykq ),siendo g y f funciones que se pueden
calcular explicitamente.

E’2=E”q+j.E”q es una “fuente de tensién” constante en el periodo de tiempo en que
estos flujos no varian. Este periodo de tiempo no puede ser mayor que las constantes de
tiempo de los devanados amortiguadores, que es de unos pocos ciclos.

Este modelo es habitualmente usado en célculos de cortocircuito.

Para los estudios de estabilidad,en cambio, solo tiene sentido usar este modelo con un
método de resolucion cuasiestatico, en que estas fuentes de tensién van cambiando su
valor a lo largo del tiempo.

Para calcular estos valores es necesario, por supuesto, tener en cuenta también las
ecuaciones diferenciales de Park restantes: dyr/dt, dykd/dt, dykg/dt.

Siuno lo hiciera, aparecerian (en forma analoga a como se definio T’ qo) las constantes
de tiempo subtransitorias T*’do y T’ qo.

Si se define: E”’=E”’> — J. Iq (x’d —x""q ) (tension atras de la reactancia subtransitoria de
eje directo) , resulta una relacion fasorial para “enganchar” con la red externa:

E"=V+r.l+j.x7.l
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Parametros operacionales de la maquina sincrona

Se presenta a continuacion un enfoque alternativo de los pardmetros de la maquina
sincrona.

Se pretende obtener una expresion general en el dominio de Laplace que “incluya” a
todas las inductancias de la maquina definidas para los diversos regimenes estudiados.

Este método alternativo de analisis en el dominio de Laplace tiene algunas ventajas
respecto a los métodos de analisis clasicos:

-permite elaborar métodos de medida en campo de los pardmetros de la maquina

-es facilmente generalizable a modelos de maquina con mayor nimero de devanados en
el rotor.

A)Parametros de eje directo

Las ecuaciones de eje directo del rotor en el dominio de Laplace (en forma incremental
respecto a las condiciones de régimen en t=0) son:

Avrg (S) = S. Ayt (S) + . Aira (S)
0 =5. Aykd (S) + rkd. Aikd (S)
siendo:
Awyd(S) = -La. Aid (S) + Latd. Algd (S) + Lakd. Alkd (S)
Ayi1d(S) = -3/2.Lasd. Aid (S) + Lidrd. Alsd (S) + Ledkd. Aikd (S)
Aykd(S) = -3/2.Lakd. Alg (S) + Ltdkd. Aifd (S) + Lkdkd. Aikd (S)
(en estas expresiones para cada variable “m” se define: Am(t) = m(t)-m(0))

Sustituyendo con estas expresiones de los flujos resulta:
Avid (S) = -3/2.8.Lafd. Alg (S) + (Ltdfd.S + rea ) Aird (S) + Ltdkd.S. Aikd (S)
0 =-3/2.5.Lakd. Aig (S) + (Lkdkd.S + I'kd ) Alkd (S) + Ldkd.S. Aitd (S)

Despejamos Al (S), Aikd (S) de estas ecuaciones y sustituimos en la expresion de
Awyd(S), obteniendo una expresion de la forma:

Awy(S) = G(S) Avrd (S) - La (S). Aid (S)

Lq (s) es la denominada “Inductancia operacional de eje directo”.Para tension de
campo constante Lq(s) puede verse, por lo tanto, como la funcion de transferencia entre

Ayd(s) y Ald(s),

+

. d-axis
A, Ai

network

Realizando explicitamente las operaciones, se obtiene que Lq (S) es de la forma:
La(s) =La.(L+s.Tq)/(1+s.Tdw).(L+s.T’q)(1+sT q),
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siendo:

T 40, T”’d0 : Constantes de tiempo de eje directo a circuito abierto (transitoria y
subtransitoria) (Coinciden con las ya definidas anteriormente al estudiar el régimen
transitorio y subtransitorio balanceado).

T°4,T”’q : Constantes de tiempo de eje directo en cortocircuito (transitoria y
subtransitoria)

(Los nombres provienen de que son las constantes de tiempo que definen el andamiento
de la corriente de cortocircuito cuando se impone una falta trifasica en bornes de la
maquina)

Es inmediato que:

-si s—0, L4 (s) > L4

-Si S5m0, Lg(S) > Ld =Lda. Ta/ T w0 . T’a/ T’a0

-si s—o0 y no se consideran los devanados amortiguadores Lq (S) > L’a=Ld.T’a/ T do
Haciendo el desarrollo explicito se puede ver que L’q y L*’q coinciden con las ya
definidas anteriormente al estudiar el régimen transitorio y subtransitorio balanceado
[Kundur,pag. 143].

Teniendo en cuenta la clasica forma en que se analiza la respuesta en frecuencia de los
sistemas lineales frente a excitaciones senoidales, resulta:

a)|La(jw=0) | = Lq es la inductancia que presenta la maquina frente a excitaciones de
la forma iq = constante (para tension de campo constante),por lo que representa la
inductancia en condiciones de régimen (recordar que iq = constante significa que las
corrientes en coordenadas de fase forman una terna equilibrada de fasores de
secuencia positiva).

b) |La(jw=c0) | = L*’q €s la inductancia que presenta la maquina frente a excitaciones
“rapidas”

c) |La(jw=o0) | = L’q €s la inductancia que presenta la maquina frente a excitaciones
“rapidas” si no tuviese devanados amortiguadores.

Mas en general: si uno dibujara el diagrama de Bode |Lq(jw) | = f(w) para una maquina
tipica, se encontraria que |Lq(jw) | = Lq4 para frecuencias de hasta 0,02 Hz, |La(jw) | =L’q
para frecuencias entre 0,2 y 2 Hz, y |L4(jw) | =L"’q para frecuencias >10Hz (Ver figura)
[Kundur,pag. 160].

Este comportamiento de la inductancia operacional sugiere métodos de medida de los
parametros de la maquina basados en imponer a la maquina corrientes de estator de
frecuencia ajustable.
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B) Parametros de eje en cuadratura
Con un desarrollo analogo:

Awyq(S) =- Lq (S). Aiq (s),siendo Lq (s) la “Inductancia operacional de eje en cuadratura”.

A ql A iq q 'ElXiS
¢ network

Lq (S) = Lq (1 + S.T”q )/(1 + S.T”qo)

Es inmediato que:

-si s—0, Lq (s) & Lq

'Si S—00, Lq (S) —> L”q: Lq .T”q / T”qO

-si no se consideran los devanados amortiguadores Lq (S) = Lq(constante)
Observacion

Si la maquina es de rotor liso, es habitual modelarla con 2 devanados amortiguadores
(reales o ficticios) en el eje en cuadratura, con constantes de tiempo bastante distintas
entre si. En tal caso, la inductancia operacional de eje en cuadratura pasa a ser

formalmente similar a la de eje directo :
-aparece un segundo juego de constantes de tiempo T g, T qo
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-se puede definir L’q= lim s— Lq (S ) cuando no se considera el devanado
amortiguador de eje en cuadratura de constantes de tiempo méas pequefias.
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Aplicacién tipica

Una forma clasica de “observar” estas variaciones de las inductancias operacionales al
ir cambiando la frecuencia de la perturbacion aplicada es registrar las corrientes de
estator que se producen al ocurrir un cortocircuito trifasico en bornes de la maquina.

La corriente de cortocircuito de fase en bornes de una maquina de rotor liso, por
ejemplo, obedece a la expresién (Referencia: A.C. Alvarez: ”Comportamiento
subtransitorio y transitorio en régimen balanceado”)

ia(t) = V2 [E [.(L/xd + (1/x°¢-1/xd) €T+ (1/x7°¢-1/x’d) V" Y cos(wi+8-90)
-2 |Ei| /x4 .6V cos (8-90)

d : fase de E; en el momento del cortocircuito

Ta=1L"d/ rs (“Constante de tiempo de armadura”)

(Si la maquina es de polos salientes aparece en Ta el promedio de las inductancias
subtransitorias en vez de L”’q ).

La corriente se compone por lo tanto de una componente continua (como ya se ha
dicho, corresponde a no despreciar las derivadas de los flujos de estator), y una
componente de alterna que decrece a lo largo del tiempo. En relacion a la componente
de alterna, en un primer periodo (mientras duran los transitorios en los devanados
amortiguadores) la inductancia de la maquina es aproximadamente L’’4, mas adelante
es aproximadamente L’q, y finalmente (al extinguirse los transitorios en el devanado de
campo) toma el valor de régimen L.
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Se observa en esta gréafica la variacion de las reactancias de la maquina a medida que
transcurren los diversos periodos: subtransitorio (dinamica muy rapida de los
devanados amortiguadores), transitorio (dinamica del devanado de campo) y régimen
permanente.

Se ha supuesto la maquina inicialmente en vacio, de ahi que el valor inicial de la
corriente (que debe coincidir con el valor pre-perturbacion, dado que los flujos en el
estator no pueden cambian instantdneamente) sea cero.

p

r_ﬂ_nnnnﬂnnnmnn"lﬁnﬂﬂf_\f

Phase b

Si la maquina hubiese estado inicialmente en carga, en cambio, la condicion de
continuidad de la corriente impone una “‘componente continua” adicional, que se
superpone a las componentes puramente sinusoidales

Observacién. Nuestra teoria vista de régimen transitorio aproximado desprecia esta
componente continua, al suponer dyd/dt = dyg/dt =0

La duracion tipica de los diversos regimenes es:
-la componente subtransitoria se amortigua en 3 0 4 ciclos

-la componente de continua decae en 8 a 10 ciclos
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-la componente transitoria se amortigua con constante de tiempo 1 a 3 seg

-el valor de régimen se alcanza a los 8 a 10 seg.
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Sintesis de los modelos de magquina vy su interconexion con la red

En los diagramas siguientes se muestran las diversas opciones de modelos de maquina
en grado creciente de sofisticacion:

MMachme as constant source Watwork Z. Y
behind smgle (symmetrical) alements at rated
THMECH r2aciance, £,] I:]I'JJ\-_,:' frEq-;Eu.c}'. -Z_r_nD;.
e - -
o~ T +va-, —va- and O-
T - sequence
'*.______;' ]
i
1510w)

Modelo mas simple: fuente de tension atras de una reactancia, y despreciando los
efectos de saliencia. La red se representa como un conjunto de impedancias serie y
paralelo interconectadas, eventualmente con sus componentes de secuencia
(componentes simétricas).

H

Machine as constant source Network Z, ¥
behmd 1ezctances. ¥ elements at rated
e o i
R [ .. |fGequency.
— — il 23] (00g)
TMECH (E* \I'_'."uf’]'.'ic d. g0 Phasor _ [+ve-, —ve- and 0-
s I'-'._.. . Transfor- Bositiva sequencs
,a\_ d X, d | maten Sequence
| :’-"d._l—.-I T —
I‘l
f ig
daqo 131 G)
T'I'T‘""'FI:I]_'— e l- - -
ig mation Phasor

A diferencia del anterior, ahora se consideran los efectos de saliencia, por lo que
aparece el modelado de la maquina en coordenadas de Park, y la necesidad de usar la
transformada de Park y su inversa para interactuar con la red. Las reactancias en el
modelo de maquina pueden ser sincronicas, transitorias o subtransitorias, de acuerdo al
estudio que se esté realizando.
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La maquina se representa ahora con las ecuaciones de Park completas, incluyendo las
que representan la dindmica del rotor .Este es el modelo mas sofisticado que hemos

desarrollado, con las simplificaciones ya explicadas: w = constante y despreciando las
derivadas de los flujos del estator.

Natwork B, L, C

| w
. : ¥
EFD | Machine model g &g e,
m d and 5 Park’s - =
i G and Q axes Park’s Inverse d, g, a cle - with
(diffarential ¥q voltzge "1 _|. b elaments wi
- o nf - L I *| nonlinearitias
TMECH |equatiens o2 m Eq__-p..‘.‘r'lﬂ.'l. e Transforma- o (i egs)
* | fluxes and 2 dyr'dt 2 e | (diff 2qs)
mertia)
[ + i i
R d.a.o e
9 Transfor- - o
ig mation e

Se muestra, finalmente, este modelo aun mas sofisticado; en que las simplificaciones
anteriores no son consideradas. Dado que las ecuaciones incluyen las derivadas de los
flujos del estator, es necesario también representar la dinamica de la red externa, que

pasa a ser representada por un conjunto de ecuaciones diferenciales en cada una de las

fases.

Este modelo es tipico de los estudios de transitorios electromagnéticos, y no se usa

habitualmente en estudios de estabilidad.
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Valores tipicos de los parametros de la maquina sincrona

Parametro Hidraulica Térmica
Xd 06-15 1,0-2,3
Xq 0,4--1,0 1,0-2,3
X4 0,2-0,5 0,15-0,4
Xq 0,3-1,0
X4 0,15-0,35 0,12 - 0,25
X4 0,2 0,45 0,12 - 0,25
T 40 1,5-9,0 3,0-10
T 0,5-2,0
T w0 0,01-0,05 0,02 - 0,05
T q0 0,01 -0,09 0,02 - 0,05
Xi=Xo 0,1-0,2 0,1-0,2
Is 0,002 - 0,02 0,0015 - 0,005

Reactancias y resistencia en p.u (base: valores nominales del estator),
tiempos en segundos.

Se cumplen habitualmente las siguientes relaciones entre los parametros de la maquina:

[Kundur 152]

Xd > Xq > X’q > X’d >X”q > X,,d

T,do > T,d > T,,,do > T,,d

T,qo > T,q > T,,,qo > T,,q

Medicion de parametros de las maquinas (en base a imponer cortocircuitos en vacio):

ver Norma IEEE-115
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TRATAMIENTO DE LA SATURACION

Recordemos que la saturacion se considera exclusivamente para las inductancias que no
son de dispersion (si La = Lag+ Li, SO0l0 Lag Satura, y analogamente en el eje “q”) .

Si Laqu s el valor no-saturado de Lag , la saturacion se considera a través de un factor de

saturacion de eje directo Ks<1 tal que:
Lad = Ksd.Ladu ,y andlogamente Lag = Ksq.Lagu para el eje en cuadratura.

Ensayando la maquina, es posible obtener la “caracteristica de saturacion a circuito
abierto” (OCC), que es la gréafica de la tension terminal en vacio a velocidad nominal
(valor eficaz V o de pico VA2 ) contra la corriente de excitacion (ifq ).

En estas condiciones: VN2 = Vq= wa= Lafd.ita = Lag.ira (€N p.u, con w=1 en régimen, y
acudiendo a la forma de la ecuaciones p.u ya vista, que impone la simetria de la matriz
de inductancias) por lo que la curva nos permite obtener para cada punto de operacion
el valor del Ksqg en condiciones de vacio. Como ademas vq= yq= 0, la curva tambien
puede verse como yat = f(itd) ,siendo ya el flujo total a través del entrehierro (flujo total
en el estator excluyendo el flujo de dispersion).

Se asume habitualmente que (a los efectos del calculo de Ksq) la curva también es

valida en condiciones de carga, interpretada como una curva ya-i ,siendo ya el flujo
magnético a través del entrehierro e i la correspondiente corriente magnetizante, que es

una combinacion de las diversas corrientes ig, i, etc.

Por lo tanto: si de la OCC deducimos una curva Ksq = f(\at), asumimos que la curva
sigue siendo valida en carga.

Voltage or
flux linkage Air-gap
line b
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Dada una corriente en abcisas, sea yato el flujo correspondiente si no hubiese
saturacion (se obtiene en la “linea de entrehierro”:tangente a la OCC en el origen) y yat
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el flujo leido en la OCC = la suposicion de que la curva OCC sigue siendo valida en
carga se escribe: Ksq= ya/\yato

A los efectos practicos, el calculo del factor de saturacion en cada punto de
funcionamiento se hace de la siguiente forma:

a)El flujo de eje directo a través del entrehierro surge de las relaciones bésicas flujo-
corriente:

wd = -(Li*+Lad) .id + Lad.ita + Lad.ika, y (por definicién) el flujo a través del entrehierro se
obtiene de descontar (con el signo adecuado a la orientacion elegida de corrientes) el
flujo de dispersion:

Wad = Wd+ Liid = Vg + rs.iq + Li.ig (Ecuacion en p.u, con w=1 p.u.; valida en régimen
transitorio o subtransitorio bajo la hipotesis habitual d/dt yq =0)

Analogamente:

Waq= Wq+ Liig=-V4- Is.lg + Li.ig =

Acudiendo a las definiciones fasoriales habituales:

(Wad+ j.Waq ).€9/N2 = V + (s + j. X1 )1 (siendo V| la corriente y tension terminales).

Si llamamos Ea = V + (rs + J.X; )1 (tension de entrehierro) resulta |Eal= Wat (€N p.u,
valor r.m.s).
(Recordar que, por propiedades de la transformada de Park, es:

V2. Ya=(yadP+ya?)? )

Por lo tanto: para cada condicion terminal V, |, calculando V + (rs + J.X; )| se obtiene
Yat.

b) El correspondiente yaw s el valor de flujo obtenido en la linea de entrehierro para la
corriente magnetizante asociada a yat en la OCC (ver figura).

Comentario: En la practica: habitualmente no se dispone facilmente de esa corriente
magnetizante (que, de acuerdo a la expresion de yq de mas arriba, es imagd =-lg+ifa+ikd
para 4, y una expresion analoga para yq), por lo que se busca trabajar con expresiones
analiticas de la curva OCC que permitan calcular directamente a0 como funcion de
yat. (Observar en la figura que, conocida la curva OCC y la linea de entrehierro, no es
necesario calcular explicitamente esa corriente para obtener yawo para cada yat)

c) Calculado wa, se calcula finalmente Ksg=wyat/yato

d) Se suele tomar Ksq =1 si la maquina es de polos salientes (Lag practicamente no
satura, por ser el camino de flujo casi todo en el aire) y Ksq = Ksq Si €s de polos lisos.

e) En los programas de calculo la curva OCC se suele aproximar por tramos de la
siguiente forma:

-Un tramo inicial rectilineo, valido para yat <un ciertoy.Este tramo coincide,
obviamente, con la linea de entrehierro.

-Un segundo tramo de la forma: wawn=yat + A.exp(B.(yary1)) (con AB
constantes),valido para w1 <ya <2

-Un tramo final rectilineo, valido para y2 < at
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Estas aproximaciones analiticas permiten calcular yao como funcion de ya en cada
tramo, de acuerdo con lo requerido.

Comentarios

-Algunos programas asumen la curva OCC como funcion cuadrética del flujo de
entrehierro.

-Por lo general los programas de célculo solicitan que se ingresen 2 puntos de la curva
OCC a efectos de poder aproximarla con la funcion definida.
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ECUACION DE “SWING”

A los efectos de completar el modelo de la maquina, aun es necesario introducir la
ecuacion de comportamiento mecanico luego de una perturbacion:

Usaremos la siguiente notacién:

Tm: Torque mecénico (N-m)

Te : Torque eléctrico (N-m)

Ta=Tm- Te: Torque acelerante (N-m)

J: Momento de inercia del conjunto turbina-rotor(Kg-m?)
wm: Velocidad angular mecénica (rad/s)

pf: Namero de pares de polos

W = Wn .pr : Velocidad angular (pulsacién) eléctrica (rad/s)

La ecuacion de Newton para la masa rotante turbina-generador se escribe:
JdWm/dt = Ta

Esta ecuacion se suele escribir de una forma un poco distinta:

Sb: Potencia basica (MVA)

Wom = Vvelocidad angular mecénica nominal (rad/s)

Wo = Wom.pf = pulsacion eléctrica nominal = 2xfo (rad/s)

To= Sp/ Wom : Torque basico (N-m)

H = 1/2.J.wom? /Sp: Constante de inercia (MW-s/MVA)

(A diferencia de la inercia J, permite manejar valores tipicos, con sélo conocer algunos
datos bésicos de la maquina)

Con estas definiciones, la ecuacion queda:

ZHSb/WOmZ(dWm/dt) = Ta = 2.H/W0m (dWm/dt) = Ta/(Sb/WOm) = Ta/Tb = Ta (pU)
Como Wm/Wom=w/wo = 2.H/wp .(dw/dt) = T (pu) (con w en rad/seg)

Interesa expresar las ecuaciones en funcion del angulo & que, como ya vimos, tiene
también un significado en algunos modelos como angulo de fase de la “fem” de la
maquina :

dd/dt = w-wo = d28/dt? = dw/dt =

2.H/wo.(d?%8/dt?) = Ta (pu)  (Ecuacion de swing clasica)

Incorporando un término de amortiguacion:
2.Hiwo.(d?5/dt?) = Ta(pu) - Kp.AwW ,con AW=w-Wo

Se suele simplificar esta ecuacion de la siguiente forma aproximada:

Pa= Ta.Wm= Pm - Pe : Potencia acelerante (MW)
Observamos que Ta.Wom/Sp = Ta.Wm/Sb = Pa/Sp = Pa (pu) = Pm(pu) - Pe(pu) =
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2. Hiwo.(d%8/dt?) = Pa(pu) - Kp.Aw

Si las maquinas del sistema se suponen representadas con un circuito equivalente
“fem atras de una reactancia”,observamos que Pe (potencias inyectadas por las
maquinas hacia el sistema) es funcién de las tensiones y angulos de los fasores
“fem” de las maquinas y de las restantes barras del sistema.

Si se formulan, por lo tanto, las ecuaciones de swing de todas las maquinas y las
ecuaciones de la red que las une (flujo de cargas), se obtiene un sistema de
ecuaciones diferenciales y algebraicas no lineal (dado que las relaciones potencia-
angulo son no lineales) cuyas variables de estado son los angulos “6” y cuyas
variables algebraicas son los mddulos de las tensiones de barra.

Comentarios:

a) Kbp es, en principio, un factor de friccion mecénica. Habitualmente, no obstante, se
suele “agrupar” también en el término Kp.Aw términos que, en rigor, son parte de T,
como ser la variacion de cargas con la frecuencia .En algunos modelos también se
incluyen factores de amortiguacion que provienen de no considerar en el modelo de
maquina los devanados amortiguadores.

b)Es habitual trabajar con Aw por unidad en vez de expresarlo en rad/seg:

AW (p.u) = (W-Wo)/Wo.

En tal caso Kp (cuyas unidades son p.u torque / p.u velocidad) se redefine como K’p =
Kb.Wo, de forma que el término de friccion queda expresado como K’p. Aw , con Aw en

p.u.
Valores tipicos de K’p son entre 1y 3 si representa solo friccion mecénica mas
variacion de cargas con la frecuencia, y hasta 25 si tambiéen incluimos el efecto de
devanados amortiguadores [Anderson y Fouad, pag.428].

c)La constante de inercia H se suele interpretar de la forma siguiente:

Sea Tw el tiempo requerido para acelerar la maquina en vacio desde el reposo hasta su
velocidad nominal, aplicando el torque mecanico nominal y asumiendo Kp=0 :

dw/dt = Ta.wo/2H con Ta= 1 = Sbiwo = wo = wo/(2H) I(O,TM) Tadt = wo/(2H). Tv=
Tm=2H (Twm se denomina “tiempo de arranque mecanico’)

Valores tipicos de H:

-Unidad térmica, 2 polos:2,5 a 6 seg.
-Unidad térmica, 4 polos:4 a 10 seg.
-Unidad hidraulica: 2 a 4 seg.
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LIMITES OPERATIVOS DE LOS GENERADORES SINCRONOS

Calculo de la potencia activa vy reactiva en régimen balanceado

Suponemos una maquina conectada a una barra de carga infinita (tension terminal VV
constante, cualquiera sea su inyeccion de potencia).Consideramos condiciones de
régimen, y despreciando la resistencia de estator.

Tomamos V como fasor de referencia, y el angulo d: entre E; y V se toma positivo
antihorario.

Proyectamos V sobre los ejes d y q:
V.c0S0: = E|- Xd.lda = la = (Ei- V.c0s8:)/ X4
V.send:. = Xq.lg = lg=V.send: / Xq

Proyectamos | sobre los ejes V y jV:
| = l4. 5€nd: + lg. C0Sd: + J.( -ld. COSS: + lg. SENSY)

P+j.Q=V.I* =V(lg. (send. + j.c0sd:) + lg. (COSO: - j.5eNnd:)) =
= V.E| .send./ Xq - VZ send. .cos8/Xa + VZ send. .cosd./Xq +
+j.(-V2 c0s? 8/ X4 - V? sen? §/Xq+ V.E, .c088./ Xd)

P =V.E .send:/ Xa + V2 send; .cosd:(1/Xq - 1/Xq)
(Rotor liso: P = V.E; .send./ Xq)

Q =V.E .c0s8:/ Xgq + V?.c0s? 8:(1/Xq -1/Xq) - V2 [Xq
(Rotor liso: Q = V.E; .cosd:/ X4 - V2 /Xq)

Las expresiones indicadas son para las potencias por fase .Es facil ver que también son

validas para potencias trifasicas p.u (considerando como potencia base la nominal
trifasica, y como tension base la nominal fase-fase).
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Limites operativos

Se intenta definir una region en el plano P-Q en la cual deben encontrarse los puntos de
operacion de la maquina en régimen.
Se supondra en todos los casos tensién terminal VV=constante.

A)Limite de corriente de estator (calentamiento del estator):

P2+ Q? < (V.lmax )? (para V = V nominal es habitualmente Imax= 1 nominal, por lo que
V.lmax="S nominal),que representa una circunferencia centrada en el origen.

B)Limite de corriente de rotor (calentamiento del rotor)

Limitar la corriente del rotor equivale a limitar E;, que es proporcional a itd.

Para E; = E; maximo, obtenemos P=f(Q), eliminando &. de las expresiones vistas de P y
Q.

La curva obtenida es un “caracol de Pascal”.Si la maquina es de rotor cilindrico,
degenera en una circunferencia con centro en el eje Q (en (0,-V? /Xg))

C)Limite de estabilidad

Se observa que P como funcion de 3. es acotada, por lo que para cada E; se puede
obtener el 5: maximo asociado a una potencia P maxima, y a su correspondiente Q. En
particular: para rotor liso 6. maximo=90° (de lo contrario es < 90°)

Haciendo variar E; obtenemos la curva limite P maxima = f(Q),que se denomina “limite
de estabilidad tedrico™.

Enel c%so particular de las maquinas de rotor cilindrico este limite es la recta vertical

Q =-V* /X4

En la practica, se suele evitar funcionar a P maxima , tomando un factor de seguridad
adecuado (p.ej: P maxima-0,1.P nominal).

Si P’max = Fs.P maxima es la potencia maxima a la que se quiere funcionar, teniendo
en cuenta el factor de seguridad Fs, se encuentra la correspondiente curva limite (“limite
de estabilidad practico”) en el plano P-Q mediante el siguiente procedimiento:

Célculo de P maxima a E; dado (maximizacion de la funcion P(d:)) — Célculo de
P’max = Fs.Pmaxima — Resolucidn en & de la ecuacion P’max = P(8;) — Célculo del
correspondiente Q(5:).

Haciendo variar E; (entre 0 y E; maximo) se obtiene la curva P(Q) deseada.

Comentarios sobre el limite de estabilidad

El limite descrito se denomina “de estabilidad” porque, como es sabido, en las
condiciones ideales descritas (maquina contra barra infinita), los puntos de operacion a
angulos 8. mayores a los asociados a P méxima son inestables a la pequefia sefial.

En las redes habituales, en que la maquina se conecta a varias barras no infinitas, este
limite carece de significado. En tal caso, uno debe asegurarse (mediante un adecuado
estudio del sistema completo) que se esté funcionando en un punto de operacion estable
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a la pequefia sefial, y no deberia pensarse en una curva limite individual de cada
maquina.

El limite de estabilidad aqui descrito (visto como una cota que cada maquina individual
no deberia rebasar) se sigue usando habitualmente, no obstante, como complemento a
los limites que se definan en base a los estudios de sistema, (observar que es un limite
“optimista”, dado que mantener la tension terminal constante es beneficioso para la
estabilidad de pequefia sefial).

Observaciones:

-Existen también limitaciones en la zona de subexcitacion vinculadas a calentamientos
localizados si se trabaja con corrientes de campo muy bajas (la saturacion limita estos
calentamientos para corrientes de campo mas altas).(\Ver Kundur,194)

-La zona de funcionamiento para corrientes de campo bajas suele limitarse también a
causa del ajuste del relé de subexcitacion.

Si una maquina pierde su excitacién, pasa a funcionar como un generador de induccidn,
consumiendo cantidades importantes de reactiva de la red. La consecuencia préactica es
un descenso de la tension terminal y un aumento importante de las corrientes de estator
y rotor, de ahi que suelen implementarse protecciones que evitan subexcitaciones
excesivas.

D)Limites adicionales de potencia activa

D.1) Potencia maxima de disefio:

Suele ser igual a la potencia activa nominal (potencia aparente nominal por el factor de
potencia nominal), aunque puede aparecer también un factor de sobrecarga aceptable (5
a 10 % por encima de la potencia activa nominal)

D.2) Potencia minima por consideraciones econdomicas (minimo técnico) :

Se tiene en cuenta el descenso de rendimiento de las maquinas hidraulicas y térmicas, el
aumento de consumo de combustible en las maquinas térmicas, etc.

Los limites habituales oscilan entre el 10 y el 25 % (caso de las turbinas de vapor y las
turbinas Francis) de la potencia activa nominal.
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