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Indicaciones:

La prueba tiene una duracién total de 3 horas.

Cada hoja entregada debe indicar nombre, niimero de C.I., y nimero de hoja. La hoja 1 debe indicar
ademas el total de hojas entregadas.

Se deberd utilizar tinicamente un lado de las hojas.

Cada problema o pregunta se deberd comenzar en una hoja nueva. Se evaluard explicitamente la claridad,
prolijidad y presentacién de las soluciones, desarrollos y justificaciones.

Pueden utilizarse resultados tedricos del curso sin hacer su deduccién siempre que la letra no lo exija
explicitamente. Se evaluard la correcta formulacién y validez de hipétesis.

Pregunta [5 pts.]

(a)

(b)

(Cuales son condiciones necesarias y suficientes para que un proceso X; WSS sea ergddico en
media? Enunciar y detallar la hiodtesis del teorema de ergodicidad en media cuadratica y dar al
menos dos condiciones.

Sea X; un proceso WSS, de media u # 0, ergédico en media, y Y; = AX;, donde A es una variable
aleatoria independiente de X;. jEs Y; ergddico en media? Utilizar la parte anterior para probarlo.

Problema 1 [15 pts.]

Sea X; un proceso WSS con caracteristicas de ruido blanco, gausiano, de media nula y densidad espectral
de potencia 1/2. Sea Y; la salida de un filtro pasa bajos ideal de ancho de banda B y entrada X;.
Se pide:

(a)
(b)
(c)

Calcular la autocorrelacion y la densidad espectral de potencia del proceso Y;.
Calcular la potencia a la salida del filtro.

Sit= ﬁ, hallar la densidad de probabilidad conjunta de Y, y Y;4,. ;Son Y, y Y4, independientes?

Justificar.

Nota: Recordar que la combinacién lineal de procesos gaussianos es también un proceso gaussiano.



Problema 2 [15 pts.]

Se quiere trasmitir una secuencia Xj binaria iid., donde los 1 tienen probabilidad p; y se les asigna el
valor A y los 0 tienen probabilidad 1 — p; y se les asigna el valor —A. La secuencia se quiere trasmitir a
una cadencia de r = % bits/s. Para adecuar la senal al canal se conforma la sefial PAM Y; con el pulso

p(t).

Conformador
p(t-ty)

Se pide:

(a) Hallar y graficar la autocorrelacién de la secuencia discreta de entrada y su densidad espectral de
potencia.

Para que el proceso Y; sea estacionario se considera que el pulso de conformacion se encuentra retardado
un tiempo t4 respecto al origen de la secuencia, con t4 uniformemente distribuido en el intervalo [0, T7.

(b) Hallar la densidad espectral de potencia de Y; en funcién de py.

(c) 1. Hallar y graficar para el caso en que el conformador saca pulsos rectangulares de ancho T

2. Discutir cémo afecta p;, la forma del espectro.

Problema 3 [15 pts.]

Una senal X; es enviada por un transmisor y en el receptor se recibe la senal ¥V; = X; + X;_a, + Z;
(el receptor recibe la senal original, su eco y ruido aditivo). X; es un proceso WSS de media nula con
densidad espectral de potencia Sx(f) y Z; ruido blanco, gaussiano, de media nula y densidad espectral
de potencia Sz(f) = n/2, independiente de X;. Se pide

(a) Hallar Sy (f) en funcion de Sx(f), A¢, y 1
(b) Hallar la densidad espectral de potencia conjunta Sxy (f)

(¢) ¢{Cudl es es el filtro que aplicado a Y; produce el estimado X, que minimiza el error cuadfatico
medio respecto a X;? Hallar su expresién en funcion de Sx(f), A¢, y

(d) ;Cémo actia este filtro para las frecuencias en donde el ruido domina a la senal (n > Sx(f)) y
viceversa?



Solucion

Pregunta

(a)  Ver tedrico.
(b)

por lo que en general

Problema 1
(a) La respuesta en frecuencia de un filtro pasabajos ideal es

_ [ 1 si|f|<B
H(f)_{o st |f| > B

La densidad espectral de potencia de Y; es Sy (f) = |H(f)|>Sx(f), entonces

_[n/2 silf|<B
SY(f)‘{o si|f|> B

La autocorrelacién de Y; es la transformada inversa de Fourier de Sy (f) por lo que
Ry (1) = nBsinc(2BT)

(b) -
Py = Ry (0) = / Sy (f)df =B

(c) Primeramente observemos que
EY;Y;+:] = Ry (1) = nBsinc(2B/2B) =0

por lo que Y, y Yy, son no correlacionados. Como son procesos gaussianos su no correlacion implica
que son independientes. Por lo tanto

L ew?fer L —w-w?/20?

PY, Yo (T, y) = py, (2)py,., (y) =
oV 2T oV 2T

con =0y o?=nB
Problema 2
(a) Planteamos el célculo de la autocorrelacién:

s nFEm

Rx[n,m] =E{X, X} = E{X,} E{Xm} =m% = (A + (1 —pp)(—A))* = 4%(2p, — 1)

Rx[n,n] =E{X}} = A%py + (—A)*(1 — pp) = A®



Entonces:

Rx[n] = A%5[n] + > A%(2py — 1)%6[n — K]
E#0
La forma de la autocorrelacién se muestra en la siguiente figura

LIRS

Para hallar la densidad espectral de potencia de X;, escribimos la autocorrelacién en la forma

Rx[n] = A*(1 = (2py — 1)) ZA22pb—1 )28[n — k]

k=—o00
Aplicando la transformada de Fourier a esta igualdad y luego utilizando la Férmula de Poisson, se obtiene
la densidad espectral de potencia Sx(f)

Sx(f) = A%(1 — (2py — 1)%) + A%(2p, — 1)?

Su forma se muestra en la siguiente figura

Z 5(f —k/T)

k=—o0
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= Z Xpp(t — kT — td)

k=—o0

Como Y; es una senal PAM, se sabe que su densidad espectral de potencia es de la forma

2 +oo
Sy (f)

Z Ry (k)e—32m/kT

k=—o00

Aplicando los resultados de la parte anterior y utilizando la Férmula de Poisson tenemos que

svi = A0 28 55 e (5)['s(s- £)



Calculamos la varianza de X:
0% = Rx[0] —m% = A*(1 - (2py — 1)?)
Entonces:
A1 = (2p = DAIP(NI? | A2 — 12 X |, (K[ k
7 + = S Jr(z)| (- 7)

Sy (f) =

IP(f)[? = Tsinc®(fT)

(c) Sabemos que:
De la forma de |P(f)|? se desprende que |P(k/T)|> = T? si k = 0, y |P(k/T)|?> = 0 en otro caso
(considerando k entero). Por lo tanto, la densidad espectral de potencia de la sefial conformada queda:

A2(2p — 1)2 T25(f)

A%2(1— (2p—1)2 .
Sy (f) = ( (T ) )T2szn02(fT)—|— Tz
= A%(1 - (2p— D) Tsinc®(fT) + A%(2p — 1)%5(f)
Esta funcién tiene la forma:
T T Giiﬂ T T
Azp-1)

@ 2
A(l-(2p-1)) T ;r-\

——— | T I 1
0 E
Ts Ts

=1

-2
T, T.
El valor de p afecta a los valores de m, y o,. Especificamente, si p = 1/2, entonces m, = 0 y no se tiene
una delta en f = 0 en el espectro. Esto es deseable ya que permite ahorrar potencia de transmision, que
antes era emitida pero no aprovechada. Con este valor de p, G,.(f) = A*T'sinc?(fT).
Para el caso de p =0 o p = 1, el espectro nos queda solo formado por las deltas.

Problema 3
Y, =g(t) « Xy + Z;

(a)
con g(t) = 0(t) + 6(t — Ay). Por lo que
Sy (f) = G(N)I2Sx (f) + Sz(f) = [L+ e 2225k (f) +1/2



(b)
Rxy (1) = E[X44-Yi] = E[Xoyr (Xo + Xia, + Z4)] = B[Xo i X + E[ X417 Xooa, ] + E[Z: X4 7]

Como Z; es independiente de X; y de media nula, entonces el ultimo término en la ec. anterior es nulo,
por lo que

Rxy(7) = E[Xi1- Xi] + B[Xi 1 Xion,] = Bx(7) + Rx (7 4+ Ar) = (6(t) +0( + Ay)) * Rx (7)

y finalmente 4
Sxv (f) = F(Rxy (1)) = (1 4+ &™) Sx (f)

(¢) El estimador 6ptimo es el que se obtiene al aplicar el filtro de Wiener a Y%,
X, = / h(s)Y;_sds

o e U Sxv(f) (L eTA)Sx(f)
‘7:<h<t)) _H(f> - Sy(f) - ‘1+67j27rAtf|25X(f)+77/2

(d) La respuesta en grecuencia del filtro podemos escribirla como

ej27rAtf
F(h(t)) = H(f) = Sxv (f) (1+ )

SY(f) N |1 + €_j27rAtf|2 + #(f)

A partir de esta expresién se observa que la respuesta en frecuancia del filtro se ateniia donde el ruido
predomina respecto a la senal (n > Sx(f)) y se amplifica cuando la sefial predomina respecto al ruido

(n < Sx(f))



