Ecuaciones en derivadas parciales

En este capitulo daremos una introducciéon a las ecuaciones en derivadas parciales. Estudiaremos princi-
palmente dos ecuaciones conocidas como la ecuacién de calor y la ecuaciéon de ondas.

0.1. Introduccién

Hasta ahora hemos estado estudiando ecuaciones diferenciales de una tinica variable. Las soluciones
a los problemas vistos hasta ahora solo dependian del tiempo. Pero no hemos visto funciones que
dependan de dos o més variables, donde en la ecuacién diferencial puede relacionar la funcién con sus
derivadas parciales.

En este capitulo veremos algunos ejemplos sencillos de funciones de dos variables que dependen
del tiempo y de la posicién. Dada una funcién U (t, z), tendremos ecuaciones que relaciones U con sus
derivadas temporales (Ug, Uy, .. .) y sus derivadas dimensionales (U, Uy, . - ).

A diferencia del resto del curso, trataremos de resolver algunas ecuaciones en derivadas parciales
y no realizaremos un estudio cualitativo.

0.2. Ecuacion de calor

Comenzaremos estudiando esta ecuacién en derivadas parciales. Consideremos una barra de largo
L adiabética salvo en los bordes de la barra. Esto quiere decir que intercambia calor con el ambiente
solo por los bordes (con un aislante alrededor de la barra). Ademds, consideraremos que la barra es
delgada, o tiene variaciones de temperatura transversales despreciables con respecto a la variacion de
temperatura longitudinal. Por esta razon consideraremos que la temperatura de la barra en determi-
nado instante depende solo de la posicién longitudinal y tiene temperatura constante en cada seccién
transversal. Con estas hipdtesis, se puede obtener que la ecuacién que rige en este sistema es:

donde U(t,x) representa la temperatura de la barra en el tiempo ¢ en la posicién z. Esta ecuacién
tiene infinitas soluciones distintas. No solo depende de la temperatura inicial, si no que también
depende de la transferencia de calor en los bodes de la barra. Dada una distribucién inicial de tem-
peratura, la temperatura de la barra no evolucionard igual si ponemos un hielo en los bordes o si
colocamos algo caliente. Consideraremos el siguiente problema con condiciones iniciales, conocido
como problema de Cauchy-Dirichlet:

U de clase C? en (0, +00) x (0, L)

U =Ugs (t,x) € (0,400) x (0, L
(0.2) U(0,z) =up(z) x€][0,L]

U(t,0) = fi(t) te€[0,400)

Ut,L) = fo(t) te[0,+00)

donde a la primer condicién se la referird como condicién inicial ya que es la distribucién de tempe-
raturas en el tiempo ¢ = 0. Las ultimas dos son las conocidas como condiciones de borde.

y continua en|0, +00) x [0, L]
)

0.2.1. Ecuacién de calor con condiciones de bordes nulas

Empezaremos tratando de resolver el problema de Cauchy-Dirichlet simplificando las condiciones
de bordes. Con esta simplificaciéon, el problema a resolver seria el siguiente:

U de clase C? en (0,+0c0) x (0, L) y continua en [0, +00) x [0, L]
Ui = Uy, para todo (¢, z) € (0,+00) x (0, L)

(0.3) U(0,z) = uo(z) para todo x € [0, L] con uy continua en [0, L]
uo(0) = uog(L) =0
U(t,0) =U(t,L) = 0 para todo ¢ € [0, +00)

Fisicamente, se podria obtener este problema si la barra estd en contacto con algo a cero grados
en sus bordes. Observar que si consideramos el caso particular donde ug es la funcién nula, tenemos

una barra con temperatura inicial cero y sus bordes a temperatura contante cero. En este caso, no
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hay diferencia de temperaturas y por lo tanto no hay transferencia de calor, manteniéndose la barra
en equilibrio térmico a cero grados. La solucién a ese problema serfa la solucién trivial U (¢, z) = 0.

Si ug es distinto de la funcién nula, la funcién U(¢,z) = 0 no serd una solucién al problema ya
que no verifica la condicién inicial U (0, z) = uo(x).

Para resolverla utilizaremos un método conocido como variables separables. El mismo consiste
en suponer que las soluciones son de la forma:

(0.4) U(t,z) = T(H)X ().

Suponiendo que existe una solucién de este estilo, veamos que implica para 7"y X verificar la
ecuacién diferencial y las condiciones de borde del problema (0.3).

L Uy = Use = T'(0X(x) = TOX" (@) = =0 = 210

En esta ultima igualdad tenemos una

)  X(x)
funcién que depende del tiempo igualado a una funciéon que depende de la posicién. De modo
que:
d T/ d X// T/ T/ X//
ET(U = EY(Z) =0= ?(t) = p (cte) = ?(t) = 7(93) = pu (cte)

Por lo tanto, podemos obtener el siguiente problema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias
en vez de una ecuacién en derivadas parciales.

T —uT =0
X'—uX=0
2. Como 0 = U(t,0) = T(t)X(0) = 0 = T(t) = 00 X(0) = 0. Si T(t) fuese la funcién nula
tendrfamos que U(t, ) = 0 la cual no verifica la condicién inicial si ug no es la funcién nula.
Por lo tanto la opcién que nos sirve es X (0) = 0.
3.0=U(,L)=T({t)X(L)=0= X (L) =0. Descartamos la opcién T'(t) = 0 por la misma razén
que en el caso anterior.

En resumen:
T(t)—pT(t)=0

X"(z) —pX(z)=0
X(0) =0
X(L)=0

De la primera condicién obtenemos que:
T — uT = 0= T(t) = Coe'* con Cj € R.
De la ecuaciéon X" — X = 0 procederemos calculando P el polinomio caracteristico.
PN =X —pu=0= )N =y
En consecuencia, la forma de X (z) depende del valor de u. Discutiremos segtn los posibles valores de
-
e Caso (a): pu > 0.
Si g > 0 existe un a € RT tal que p = a?.
p=a?= X(x) = Ae™® + Be ",
Imponiendo las condiciones X (0) = 0 y X (L) = 0 se obtiene:

{X(O)A+BO

X(L):AeaL+Be*aL ==a=00A=B=0

La primera condicién no es valida ya que supusimos p = o > 0. La segunda tampoco es vilida
ya que obtendriamos X (z) = 0 lo que resultaria nuevamente en la funcién U(¢,z) = 0. Por
ende, u no podra ser mayor a cero.

e Caso (b): u=0.
= 0 implica que X" = 0, integrando dos veces, obtenemos que

X(xz)=Ax+ B
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Nuevamente, imponiendo las condiciones X (0) =0 y X (L) = 0 se obtiene:
X(0)=B=0
X(L)=AL+B
Nuevamente se obtendria la solucién trivial la cual no es valida. Por lo tanto, u tampoco podra
ser cero.

= A=B=0

e Caso(c): u < 0.

Si 41 es negativo, existe algtin o € RT tal que p = —a?2.

p=—a*®= X(x) = Acos(azx) + Bsen(ar)
Imponiendo las condiciones X (0) = 0 y X (L) = 0 se obtiene:

{ X0)=A=0
X (L) = Bsen(aL) =0 = B =00 sen(al) =0

Si consideramos la primera opcién, obtenemos la solucién trivial. Si se verificara la segunda opcién:

sen(aL):OﬁaL:mrssa:%

= X(z) = Bsen (%x) .

, n €.

Nuestra solucién al problema de Cauchy-Dirichlet con condiciones iniciales nulas seria de la forma:
U(t,z) = X(x)T'(t) = Bsen (n%:c) C’oe*(%yt, n €Nt
Llamando b = CyB:
(0.5) U(t,z) = bsen <nL—7rac) ()t

Esta funcion verifica la ecuacion diferencial y las condiciones de borde. Si evaluamos esta funcién
en tiempo cero:

U(0,x) = bsen (%x) .

Esta funcién podria o no coincidir con ug. Si ug no tiene esta forma, la funcién encontrada no sera
solucién al problema (0.3). Sin embargo, es f4cil verificar que si consideramos una funcién que sea una
suma de funciones con la forma de (0.5) la misma también es solucién con condicién inicial que es la
suma de las condiciones iniciales.

Concretamente, enunciamos el resultado cuya demostracion es muy facil.

nymw nom\2

2
Proposicién 0.1. Sean U; = bysen (X ef(T) by Uy = bysen (22T ef(T) ty consideremos
p L Y 3 Y
la funcion U = Uy + Us. Entonces U es solucion de la siguiente ecuacion:

U de clase C? en (0,+00) x (0, L) y continua en [0, +o0) x [0, L]
Ui = Uy para todo (t,z) € (0,+00) x (0,L)

U(0,z) = bysen (”i—”x) + bosen (WTFI)

U(t,0) =U(t,L) = 0 para todo t € [0, +00)

(0.6)

Lo mismo sucede si sumamos 3, 4, 5 o una cantidad finita de funciones con la forma (0.5). En con-
clusién, sabemos resolver el problema de Cauchy-Dirichlet si la condicién inicial, es una combinacién
lineal finita de senos con periodo 2L /n.

ISea n € N, si consideramos el entero m = —n tenemos que sen(mz) = —sen(nz) y (m)2 = n2. En consecuencia las
soluciones son las mismas si consideramos n € Ny n € Z.
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Se puede probar, de forma analoga, el siguiente resultado més general:
Proposicion 0.2.

Sea {br} una sucesion de numeros reales y n € N. La funcion

n
T) = Z brsen (]%Tx) o~ (fE)°t
k=1
es solucion al problema :
U de clase C? en (0,400) x (0, L) y continua en [0, +0o0) x [0, L]
U =Ug (t,x) € (0,400) x (0,L)

U0,z) =>p_, bisen (2Z2) 2z €0, L]
U(t,0)=U(t,L) =0 t€[0,+00)

Ambos proposiciones se verifican rapidamente verificando las condiciones del problema de Cauchy-
Dirichlet .

Ejemplo 0.1.
Resolveremos el siguiente problema de la ecuacién de calor con una barra de largo L = .
U de clase C? en (0,+00) x (0,7) y continua en [0, +o0) x [0, 7]
Uy =Uz: (t,x) € (0,400) x (0,7)
U(0,z) = 3sen(dx) x € [0, ]
U(t,0)=U(t,7m) =0 te0,+0)

nm 2
De la deduccién anterior, sabemos que la funcién U (t, x) = bsen (’}J—“x) e_(T) ¢ verifica las condi-

ciones de borde y la ecuacién diferencial. Podemos ver que si consideramos n = 4 y b = 3, esta funcién
también verifica la condicién inicial. Determinadas estas constantes, la solucién a este problema es:
Ul(t,z) = 3sen(4x)e 10,
Verifiquemos que esta funcién sea solucién al problema planteado.
U; = —3.16sen(4x)e 16t
U, = 3.4cos(4x)e 16 = Uy = Uy
Upr = —3.16sen(4x)e 16

Si evaluamos la funcion en los bordes:
U(t,00=0 U(t,L)=0
Falta verificar la condicion inicial.
U(0,z) = 3sen(4x)

Hemos encontrado una solucién a este problema. O
Ejemplo 0.2.

Ahora resolveremos un nuevo problema con distinta condicién inicial. Consideraremos nuevamente
una barra de largo L = 7.

U de clase C? en (0 +00) x (0,7)

U =Ug (t,z) € (0,400) x (0,7)

U(0,z) = 23@71(33@) + sen(5x) x € [0, 7]
U(t,0)=U(t,m) =0 te0,+00)

0,7) y continua en [0, +00) x [0, 7]
(

nw

2
Si ahora considerdaramos una solucién de la forma U (¢, x) = bsen (”—L’T:E) (=) t vemos que esta
no verifica la condicién inicial. Sin embargo, si consideramos la suma de dos funciones de este tipo
con by =2, ny =3y by =1, ng =5 podemos probar que la misma es solucién a este problema.

Ul(t,z) = 2sen(3x)e %" + sen(5x)e 25"

Por lo resuelto anteriormente, sabemos que esta funcion verifica la ecuacién diferencial y condiciones
de borde. Si evaluamos en tiempo cero:

U(0,x) = 2sen(3x) + sen(5x).

Por lo tanto, la funcién definida es solucién al problema. O
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Pues bien, pudimos encontrar una solucién al problema de Cauchy-Dirichlet si la condicién inicial
es una combinacién lineal de senos. ;Pero que sucede si la condicién inicial es distinta? ;Cual es la
solucién al problema de Cauchy-Dirichlet con condiciones de borde nulas si tenemos una condicién
inicial, por ejemplo, ug(z) = xz(x — L)?;Vale considerar una suma infinita de seno?

Para obtener que la suma de soluciones a la ecuacién diferencial de calor también era solucién,
utilizamos la linealidad de la derivada. Sin embargo, la linealidad de la derivada no se tiene porque
cumplir cuando tenemos una suma infinita.

Esta tltima afirmacién se basa en que cuando hablamos de una suma infinita, estamos hablando
de una convergencia. La expresién Zj;z fn(x) no es més que el limite de una sucesién de funciones.
Si consideramos como candidato a solucién la funcién U(t, x) = (';OO Ui (t,z), donde Uy son de la
forma de la ecuacién (0.5), U(t, z) no es mds que la funcién a la cual converge la sucesién de funciones
Sn(t,x) =Y 1_, Uk(t, z). Por la linealidad de la derivada sabemos que S, verifica la ecuacién de calor.

- dUkindQUkidQ" 7

Pero por méds que S, verifica la ecuacién diferencial la funcién a la cual converge (puntual o
uniformemente) no tiene porque verificar la ecuacién de calor. Si teniamos una sucesién de funciones
fn que convergiera puntual o incluso uniformemente a una funcién f, esto no implicaba que f], converja
a f’. Esto no se cumple ni pidiendo la convergencia mds fuerte (la convergencia uniforme). En otras
palabras, no se tiene porque cumplir que:

—+o0 —+o0 2 —+oo —+oo 2
dU, d*U,
Z Un = 2 Un =
dt dt da? dz?
=0 k=0
Sin embargo si esto tltimo se cumpliera podemos ver que U(t,xz) = ;rif) Ui(t,x) verificaria la

ecuacién de calor. Dado que Uy, = Uy, tendriamos que:

2+°O

dU, X 22U,
dtz k*Z k:k—o dIQk: $QZU’“

El teorema que vimos en la seccién de convergencia para la derivada, afirmaba que si una sucesién
de funciones f,, convergia en un punto xg y sus derivadas f], convergian uniformemente a una funcién
g, entonces se cumplia que f,, también convergia uniformemente a una funcién f y esta verificaba que
/' = g. En los siguientes teoremas, tenemos la aplicacién directa de el teorema visto anteriormente
pero para las series.

Proposicién 0.3 (Derivada respecto de t).

Sea Sp(t,x) => p_y U(t,x). Sic

+oo
o S, (t,z) converge uniformemente a ZUk(t,ac).
k=0
n d +oo
o Sy, (t,x) = Z d_ i (t,z) converge uniformemente a Z dtUk(t,ac).
k=1 k=0
Entonces:
d +oo +oo
— Ui(t,z) = —Uy(t
dt’; k(t,) ;d (t2)

La demostracion es directa del teorema visto en el capitulo de convergencia. Andlogamente, se
cumple con la derivada respecto a la posicién (o sea respecto de ).
Observacién: Basta con pedir que S,,(to, zo) converja en algin punto (to,zo). No es necesario pedir
que Sy (t,x) converja uniformemente. Se pone la hipéStesis de que S, (¢, z) converge uniformemente,
porque es de esta forma como lo vamos a usar mas adelante.

Proposicién 0.4 (Derivada respecto de x).

Sea Sp(t,x) => 1y U(t,x). Sic
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+oo
o S, (t,z) converge uniformemente a ZUk(t,ac).

k=0
n d “+oo
S, (t,x) = Z d_ x(t, ) converge uniformemente a Z e Uk(t, x)
k=1 k=0
Entonces:
d 2
% Z Uk t CL’ Z d Uk t CL’
k=0
Proposicién 0.5 (Derivada segunda respecto de x).
Sea Sp(t,x) => p_y U(t,x). Sic
—+o0
e S, (t,x) converge uniformemente a Z Uk(t,x).
0
n d +oo d
o S, (t,x) = Z d_U x(t, ) converge uniformemente a Z Uk(t x).
k=1 k=1
n d +oo 9
o S,,. (t,x) = kz d—Uk(t,x) converge uniformemente a ; @Uk(t, x).
Entonces:
& X =
T3 > Uklt;) =) —Uk(t, ).
k=1 k=1
Demostracioén:

Con los primeros dos items, por la proposicién (0.4) sabemos que:

d =% =X d
(0.7) %;Uk(t,x) = ;EUk(t,x).

Ahora trataremos de aplicarle el mismo teorema a S,,,. Dado que S,,, y Sy, convergen uniformemente,
tenemos que:

+oo +oo ;o
2y Lt =y, P00,

dx dx?
k=1 k=1

Luego, por lo obtenido en la ecuacién 0.7 sabemos que:

400 400 +oo too
d*Uy(t, ) d dU(t, x) d d d?
— = — — = — | — Uit = — Uk(t
Z dx? dx Z dx dzr \ dx Z k(t;) dx? Z k()
k=1 k=1 k=1 k=1
O
Teorema 0.1.
km
Sea ug(x Zbksen (Tx) condicion inicial del problema de Cauchy-Dirichlet . Si Zk 1 10k

k=1
es convergente entonces:

(0.8) U(t,z) = gbksen (]%Tx) e ()

es solucidon al problema de Cauchy-Dirichlet con condicion de bordes nulas y condicion inicial ug(x) =

\2
_ibksen(kx). emas L brsen (Fx) e kT) t converge uniformemente.
i bisen(ka). Ad 023 bisen (S2a) e g

Demostracion:

Se verifican rapidamente las condiciones de borde e iniciales.
=3 km 0 =3 km
x) = ;bksen f:c e = ;bksen T:c = ug(x)
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+oo
0) = Zbksen(O)e_(kTﬂ)zt =0

Zbksen (km)e _(kTw) =0

x\2
Probemos que U es continua en [0, +00) x [0, L]. Sea Uy (t, z) = bysen (22 z) e~ )"t veamos que

Sn = ZZ=1 U} converge uniformemente.
k )2
|Uk| = ‘bksen (%m) e ()

en la ultima desigualdad se utiliz6 que la exponencial (con ¢ > 0) y el seno son menores o iguales a 1.
Por hipétesis sabemos que ZZ=1 |b| es convergente y utilizando el criterio del mayorante concluimos
que S,, converge uniformemente a U. Como S,, es continua en [0, +00) x [0, L], entonces U es continua
en [0, +00) x [0, L].

|, te€l0,+00)

2\2
Falta verificar la ecuacién diferencial. Sea Uy (¢, x) = brsen (%’T:c) e ()t para que se cumpla la

ecuacion diferencial debemos ver si:
X AU, X 2 d? I d2U
LSS S L S
dt T dt dx2 dx? P dx?

Debemos verificar que Sy,, Sn, ¥ Sn,. convergen uniformemente, para poder utilizar las propo-
siciones anteriores y deducir que U verifica la ecuacién diferencial. Dado que S,, = S,,,, basta con
verificar que S, y S, convergen uniformemente.

—iU —i—b 1) o (R0 e ()
ne = by = k|l ) sen|{pw)e
k=1 k=1

Er\ 2 km —(55) km _(km)2
|Ukt|:‘_bk<f) 8671(?30)6 L ‘<‘b( )e(L)t

Excluimos a los bordes ya que las derivadas no estan definidas en los bordes. Empezaremos pro-
bandolo para tiempos tal que 0 < § < . Para estos tiempos se cumple que:

U |<‘b LR
ke k T &

Como la serie de by, converge, sabemos que |bi| estd acotado por un ntimero M.

, t>d>0.

km

k
|Uk,|<M(L7T) e (E) 5650,

la sucesion asociada a la sucesién de la derecha es convergente de modo que nuevamente por el criterio
del mayorante concluimos que S, converge uniformemente en (J, +o00) x (0, L).

Luego por la proposicién 0.3 se cumple que:

U, = = Z()Uk(t,gg) = kZ:O%Uk(t,m) parat > ¢ > 0.

Anélogamente se puede proceder con S, y deducir que converge uniformemente (para t > 6 > 0).
Como Sy, = Sp,, ¥ Sn, converge uniformemente también lo hace S,,,,. Luego por la proposicién 0.5
se cumple:
d2 = X &2
= Uk(t, x) —— Ug(t, ) para t >4 > 0.
Z k( 221 5 Uk(t,2) p

Finalmente utilizando que Uy, = Uk

2+<>O

d+<>o +<>od
Ut:E;Uk(t,x):gﬁUk(t,m ZdQ tl’ d2ZUktx mmpa’rat>6>0

Finalmente, dado (¢,z) € (0,400) x (0, L) consideramos ¢ > 0 tal que ¢ > § > 0 y haciendo el
razonamiento anterior, tenemos probado el resultado.
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Observacion:

e Si bien ug(x) puede ser una funcién no derivable, al pasar un instante (¢t > 0) la funcién tempe-
ratura de la barra U (¢, x) va a ser C*°. Esto se debe a que si seguimos derivando U (temporal
o espacialmente), gracias a la exponencial las series seguirdn convergiendo uniformemente.

Ejemplo 0.3.
Veamos como resolver el siguiente problema:

U de clase C? en (0, +00) x (0,7) y continua en [0, +o0) x [0, 7]
U =Uze (t,x) € (0,400) x (0,7)

U(,2) =x(x —7) =x€l0,n]

Ut,0)=U(t,m)=0 te][0,+00)

Como ya vimos en el capitulo Series de Fourier, la funcién z(x — 7) la podemos escribir como una
suma infinita de senos. Para esto lo que hicimos fue considerar la extension impar de la funcién en
[—7, 7] y luego la repeticién de este intervalo. Considerando esta extension, se obtuvo que:

uo(x) = x(x —m) Z 4— sen(kac), x € [0, 7].

En este caso los coeficientes de Fourier by son:

Dado que la serie de by converge, podemos utilizar el teorema 0.1 que nos afirma que la funcién
400 k
(-DF -1 —k%t
= 4————sen(kx)e
; ’/Tk3 ( )

es una solucién al problema. Si desedramos verificar que esta funcién es solucién, podemos verificar
rapidamente las condiciones de bordes y la inicial. Para verificar la ecuacién diferencial, debemos
actuar de forma analoga a la demostracion del teorema 0.1.

_ )k -1 g _1)k 1 8 n
|Uk|:‘4( 13 sen(kx)e """ §‘4( e ‘S—S Z Uy <% U.
k=1
(—1)F -1 2 (“DF—11 8 <
|Uk, | = ‘4k7003(k’x)e Il < ‘4 e ‘ < = Z
k=1
L k1
U = | - 452 L senae ] < [1CL = Leonts] s
™ ™

n
=Y Ur, <5 U,
k=1
donde con la tltima acotacién de |Uy,| deducimos que la serie de Uy, converge para tiempos mayores
a 0. Tomando en cuenta que § puede ser tan chico como queramos lo podemos concluir para cualquier
tiempo positivo. Gracias a los proposiciones vistas anteriormente, con esto podemos concluir que U
verifica la ecuaciéon de calor. O

Es de esperarse que a medida que vaya pasando el tiempo la temperatura de la barra se estabilice.
En especial, si los bordes de la barra se encuentra algo a cero grados y fuera de eso la barra no recibe
calor, uno esperaria que la temperatura de toda la barra tienda a cero grados. Veamos que esto si
sucede.

Teorema 0.2.

Sea U(t,x) de la forma (0.8) con la serie de by convergente la solucién al problema de Cauchy-
Dirichlet con condiciones de borde nulas. Entonces U(t,x) tiende a la funcion nula cuando t tiende a
mas infinito.
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Demostracion:

Usando que k > 1:

Ut z)| =

= |U(t,z)| < e (E) At

0

Zbksen (—ac)

Para afirmar que el médulo tiende a cero utlhzamos que la serie que aparece es la condicién inicial la
cual estd acotada. O

0.2.2. Ecuacion de calor con condiciones de bordes constantes

Ahora estudiaremos el problema:

U de clase C? en (0,+00) x (0,L) y
U =Ug: (t,x)€ ( ,+00) x (0, L)
09) U(r,0) = uo(x) € 0,1
Ut,0)=A€eR t€[0,+oo)
Ui, L)y=BeR tel0,+00)

continua en [0, +00) x [0, L]

0.2.2.1. Solucion estacionaria

Antes de estudiar el problema anterior, trataremos de encontrar una solucién estacionaria (no
depende del tiempo) al problema:

U de clase C? en (0,+0c0) x (0,L) y
U =Uz (t,x)€ (0,400) x (0,L)
Uit,0)=A€cR t€][0,+00)
Uit,L)y=BeR tel0,+00)

continua en [0, +00) x [0, L]

Si la solucién es estacionaria, la solucién se mantendra como en su condicién inicial. Si suponemos
que este problema tiene una solucién estacionaria U(t, x) = u.(z) tendriamos que:

U, =0=10,

erx

= ue(xr) =ax+b

Para que verifique las condiciones de borde:

A:chA.

ue(0) =b=A, u.(L)=al+b=B éue(x):Bg

Este resultado es intuitivo ya que si la barra es de un material homogéneo, se esperaria que la distri-
bucién de temperaturas fuera lineal.

0.2.2.2. Solucion no estacionaria

Si buscamos una solucién distinta a la estacionaria (condicién inicial distinta a u.(x)), podemos
empezar tratando de resolver el problema por el método de variables separables como se hizo en el
problema con condiciones de borde nulas. Supongamos que la solucién tiene la forma:

Ut,z) =T()X (z)
En este caso, si imponemos las condiciones de borde tenemos que:
Ut,0)=T#)X0)=A=T(t)=cte=U(t,x) = U(x) = uc(x)
Si buscamos soluciones de la forma U (¢, z) = T'(t)X (z) la tnica que encontramos es la solucién

estacionaria, la cual no nos sirve si nuestra condicién inicial no es la recta u.. Este método no nos
sirve directamente cuando las condiciones de borde son distintas a las nulas.

Intuitivamente podriamos pensar que la solucion a este problema podria ser la suma de una funcién
estacionaria m&s una transitoria. A medida que pasa el tiempo uno esperaria que la temperatura
tienda a estabilizarse, tendiendo a u. (la funcién transitoria tienda a la funcién nula). Consideremos
una posible solucién al problema de la forma:

Ult,z) = ue(x) + U(t, z)
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Imponiendo que esta funcién sea solucién, podemos ver que debe verificar la funcién U. De la ecuacién
diferencial:

Uy = U, -
- - U, =U
Uz = U, + Uz = Ups U o

Cxx

Condiciones de borde:

U(t,0) = ue(0) + U(t,0) = A+ U(t,0)=A=U(t,0) =0

Ult,L) =u(L) + U, L) =B+U(t,L)=B=U(t,L) =0

Condicién inicial:

U(Oa Z) = Ue(x) + U(Oa Z) = Uo(l’) = U(Oa :L') = UO(x) - ue(m)

En resumen, la funcion U debera ser solucion a:

U de clase C? en (0, +0o0) x (0
U =Ugs (t,z) € (0,400) x (
U(x,0) = up(z) —ue(r) ze€]
Ut0)=Ut,L)=0eR te

L)y
0,L)
0,L]

[0, +00)

continua en [0, +00) x [0, L]

Hemos transformado el problema original de condiciones de borde constante en uno con condiciones
de borde nulo. Si sabemos resolver este ultimo, sumandole la solucién estacionaria ya tendremos una
solucién al problema original.

Ejemplo 0.4.
Trataremos de encontrar una solucién al siguiente problema:

U de clase C? en (0, +00) x (0,1) y continua en[0, +oc0) x [0, 1]
U =Ug (t,z) €(0,400) x (0,1)

U(z,0) = sen(mz) +z =z €[0,1]

Ut,0)=0€cR ¢ e[0,+00)

Uit,L)y=1€R te]0,+0)

Para esto utilizaremos lo que vimos recién. La solucién estacionaria este problema es:
ue(x) = .
Si suponemos que una posible solucién a este problema es de la forma:
Ul(t, ) = ue(x) + U(t, x)
obtenemos que la funcién U debe ser solucién a:
U de clase C? en (0,40o0) x (0,1) y continua en [0, +00) x [0, 1]
Uy =Ug (t,z) € (0,400) x (0,1)

U(z,0) = sen(nz) x €[0,1]
Ut,00=U@l,L)=0eR te]0,+0)

Este problema ya lo sabemos resolver. En este caso no es necesario encontrar la serie de Fourier
de ugp(z) ya que la misma funcién ya tiene la forma sen (”—L’Tm) La solucion a este problema serd de la
forma de la ecuacién (0.5).

Ult,z) = sen(mc)e*"%?t
Por ende, la solucién al problema original es:

Ut,z) =z + sen(wm)e*”%21t
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0.3. Ecuacion de la cuerda

Ahora analizaremos el movimiento en el plano de una cuerda flexible. Definiremos U (¢, z) como la
altura de la cuerda en la posicion x y tiempo ¢, donde la altura la medimos desde la posiciéon media de
la cuerda (o la posicién de equilibrio). Esto se encuentra representado en la figura (1). Considerando
que cada punto de la cuerda se mueve sélo perpendicularmente al eje ox y no hay rozamiento, la
ecuacion que rige el movimiento de la cuerda es:

2
Uit = c"Uyzs

donde ¢ es una constante real. Al fijar un tiempo ¢y la funcién U(t, x) serfa como sacarle una foto a
la cuerda en ese instante. La derivada respecto al tiempo U, representa las velocidades de cada punto
y la derivada segunda Uy representa las aceleraciones.

FIGURA 1. Ecuacion de la cuerda

Intuitivamente uno pensaria que para que el problema quede definido esta vez necesitariamos mas
condiciones. No solo necesitariamos la posicién inicial (U(0,x)) si no también las velocidades iniciales
en cada punto para saber como se van a mover (U (0, z)). A su vez el movimiento también serd distinto
si tenemos una cuerda con extremos fijos, una cuerda con extremos moviles, una cuerda infinita, etc.

0.3.1. Cuerda con extremos fijos

Empezaremos analizando el caso de una cuerda de largo L con extremos fijos. El problema a
considerar es el siguiente:

U de clase C? en (0,+0oc) x (0, L) y continua en [0, +00) x [0, L]
U = 2Uypy  (t,2) € (0,+00) x (0, L)
(0.10) U(0,z) =uo(z) =€]l0,L]
Ui(0,z) =wvo(x) =z €0, L]
Ut,00=U(,L)=0 tel0,+00)

En este caso, obtendriamos una solucién estacionaria si ug y vg son las funciones nulas. Si alguna
de estas no es nula, la cuerda se movera. Estudiaremos el caso no trivial donde al menos una de estas
dos funciones no es nula.

Trataremos de resolverlo de la misma forma que la ecuacién de calor, a través del método de
variables separables. Si la solucién al problema es de la forma U (t,2) = T'(¢t) X (z) tenemos que:

1.
T// X//
Upp = PUpe = T' )X (z) = AT X" () = ?(t) = 027(:@
De forma andloga a lo que realizamos en la ecuacion de calor, dado que en la ultima igualdad
tenemos una funcién que depende del tiempo igualada a otra funcién que depende de la posicion,
ambas deben ser constantes.
17" X" T" — MCQT =0
:‘C—Q?(t)y(fﬂ)#:‘{ X" — X =0

Pasamos de una ecuacién en derivadas parciales a 2 ecuaciones ordinarias de segundo orden.
2. U(t,0)=T({#)X(0)=0=T(t) =0 o X(0) = 0. De la primera opcién obtendriamos la solucién
trivial que solo es valida si ug y vg es la funcién nula, de modo que nos quedaremos con la
segunda opcién X (0) = 0.
3. U, L)=THX(L)=0= X(L
anterior descartamos que T'(t) =

) = 0. Razonando de forma anéloga a la condicién de borde
0.
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Si analizamos las condiciones de borde obtenidas para X (z) y la ecuacién diferencial que debe
cumplir, son las mismas que las obtenidas de la ecuacion de calor. Por lo tanto, si discutiéramos segtin
las raices del polinomio caracteristico la forma de la funcién X (z) alcanzariamos el mismo resultado.

En consecuencia:
= k)’ kel
N - L )

) e (2).

Nos falta saber la forma de T'. De la ecuaciéon diferencial tenemos que:
o\ 2
T — pT=0=T" + (%) AT =0

El polinomio caracteristico de este problema es:

km\? ke \ 2
2 AT\ 2 _ 2_ _(ETY\ 2
AT+ ( L) c“=0= X\ <L> c
k k
T(t) = Beos (%t) + Csen (%t)

Ahora si, la solucién a (0.10) serfa:

i) = s (422) (o (1250) + coom (125))
oy e = s (22) (s (5250) « e (1550

Para que esta funcién sea solucién debera verificar las condiciones iniciales.

U(0,z) = Esen (k%x)

kme km kme kme
U(t,x) = —sen (Tx) (—Esen (Tt) + Fcos (Tt))

kme km
= U (0,2) = FTsen (TI)

Si las condiciones iniciales no tienes esta forma, procederemos a considerarnos la serie de Fourier,
al igual que en el caso de la ecuacién de calor.

Teorema 0.3.
400 kr
Sea up = Z brsen (—:c) Yy vy = Z bi.sen ( ) las condiciones iniciales del problema (0.10).

Si
M N
|bk|<F |b|< N, M eR

=3 kw kme kme
x) = ];1 sen <T£L'> <Akcos <Tt> + Bysen (Tt>>

L
con Ay, =bg y By, = b;m es solucion al problema (0.10).
™

entonces:

Demostracion:

Empecemos verificando las condiciones de borde y la posicién inicial.

kme , L kme
E S@’n (bkCOS (Tt) + bk%sen (Tt)) = O
Z*"" ke L ke
U(t, L) = Sen (kﬂ') (bkCOS <Tt> —+ %%SGTL <Tt)> = 0

k=1
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) = :zjlsen ('%”x) (bkcos( )4 b, k—sen ) Zbksen (—x) — o)

Para verificar la velocidad inicial vg, debemos derivar la funcién U. Para esto necesitaremos las
proposicién (0.3). Llamaremos S,, = ZZ=1 Uy, con Uy, los términos de la serie de U. Dado que Uy, tiene
la forma de la ecuacién (0.10) verifican que Ug,, = c?Uy,,. Debemos verificar que S,, y S, convergen
uniformemente para utilizar la proposiciéon mencionada. Con las acotaciones de las hipdtesis de by y
b}, obtenemos que: .

W DS e

k k k
|Ug| = ‘sen (TWI) (Akcos (%t) + Bj.sen (%t)) ‘ < |Ag| + |Bx|

|Uk|<M+£kﬁéSni”+U.

A <

Veamos ahora con la derivada S,,.

ZUkt Z @sen (%x) <Aksen (%t) + Bycos (%t))

k=1

R con (B0 ) (= agsen (B4 + Breos [ F7C
T sen L:L' LSen T |k COS T

kme (M L N mcM N . +o00
Uil < 0 Al 186D < 5 (5 + i) = T+ 3 = S =5 U

Podemos afirmar gracias a la proposicién 0.3 que'

dUy,
T ﬁz 23
= U (0, x) ZUkt (0,2) %sen ( ) By, = Zbksen ( > = vo(x).

Ahora si, hemos verificado todas las condiciones iniciales. La condicién faltante es la ecuacién en
derivadas parciales. Para esto debemos proceder de igual manera que en la ecuacién de calor. Ya hemos
verificado que S, y Sy, convergen uniformemente. Harfa falta verificar que también lo hacen S,,,,, Sy,
¥ Sp,.- Dado que S,,, = c2S,,,, si una de ellas converge también lo hard la otra. En resumen, resta
verificar que Sy,, ySn, convergen uniformemente.

ke 2 km kme kmc
S Z Uk,, = fz < > sen (—x) <Akcos (—t) + Bysen <—t>)
— L L L L
ke 2 kw kme kme
(T) sen (TI) (Akcos (Tt) + Bisen (Tt)) ‘

ke me (meN M =
Ol < (P52) daud 418 < (s + )é&“e§y%
=1

|Uktt| =

L k?
Esto nos permite afirmar que:
PU  d Xdu, R P,

A dt &~ dt t?
k=1

Falta ver la convergencia de S,

ZUk Z T cos <"’L” ) <Akcos (’”ch ) + Bysen <%t>)

|Ug, | = kzrcos (k%x) (Akcos (%t) + Bysen (%t)) }
km M 1N =
|Ukw|§f(|Ak|+|Bk|) LEJF = = Sn, HZU;%
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Con esto y sabiendo que S,,,, también converge uniformemente (dado que S,,, lo hace) afirmamos
gracias a la proposicién 0.5 que:

Luego usando que Uy,, = Uy, . :

PU X e, QiocFUk ,d2U

2 2

Teorema 0.4.

La inica solucion C? al problema:
U de clase C? en (0,+00) x (0, L) y continua en [0, +o0) x [0, L]
Uy = Uz (t,x) € (0,+00) x (0, L)
U0,z)=0 z€]0,L]
Ui(0,2) =0 =z €(0,L]
U(t,0)=0 tel0,+00)
Ut,L)=0 te[0,+oo)

es la funcion nula.

Demostracion:

Se verifica rapidamente que la funcién nula es solucién a este problema. Debemos ver que no hay
ninguna otra solucién. Para la demostracién, supondremos que hay otra solucién U (¢, x) y utilizaremos
la funcién de energia de la cuerda. Se puede probar, que la energia de la cuerda esta representada por:

L 2
U
E(t) =/ UZ + —Lda
O C

Veremos que la derivada respecto al tiempo de la energia es nula, es decir que la misma se conserva.
Esto tiene sentido fisico, ya que la ecuacién de la cuerda considerada es valida si despreciamos el
rozamiento.
L
E(t) z/ 20, U, +
0

c2

L aw,uy)

. dx

L
0 0

E(t) = 2[Ux(ta L)Ut(t7 L) - Ux(tv O)Ut(ta O)]
En la segunda igualdad se utilizé6 que U,; = Uy, donde estamos utilizando la hipdtesis de que la
funcién sea de clase C2. Dado que U(t,0) y U(t, L) son constantes, al derivada respecto al tiempo de
estas funciones es cero, obteniendo que:

E(t) = 0= E(t) = E(0)

Podemos obtener la energia inicial evaluando en la férmula U, (0,z) y Ui (0,z). Por hipétesis
sabemos que U(0,2) = 0 y como U(0,t) es constante también lo es U,(0,z) = 0 (no hay variaciones
espaciales). De modo que la energia inicial es nula.

L 2
U,
E(t)z/ Ux2+c—;:0:>U1.:0yUt=O:U(t,ac)zcte:>U(t,x):0.
0

Al ser el integrando positivo, la Unica opcién de que esa integral sea nula es que el integrando sea
nulo. En consecuencia la funcién debera ser constante y la tinica constante que verifica las condiciones
de borde del problema es el cero. O

Teorema 0.5 (Unicidad).

El problema:
U de clase C? en (0,400) x (0, L) y continua en [0, +0o0) x [0, L]
Uy = CQUa:x (ta 1') € (Oa +OO) X (Oa L)
U(0,z) =up(x) z€]0,L]
Ui(0,2) = vo(z) = €]0,L]
U(t,0) = fi(t) te]0,+00)
U(t,L) = fa(t) te€]0,+00)
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tiene a lo sumo una solucion U € C2.

Demostracion:

Supongamos que hay dos soluciones U y U ambas C?2. Si considerdramos la funcién:

Ut,z) =U(t,x) —U(t, x)
la misma seria solucién al problema con condiciones iniciales y de borde nulas. Al ser resta de dos

funciones C? U también serd C2. Luego por el teorema 0.4 se obtiene que:
Ult,z) =0=Ul(t,x) = U(t,z).

0.3.2. Método de propagacién de ondas para una cuerda infinita

Trataremos de encontrar la soluciones a la ecuacién de la cuerda para una cuerda infinita.
U:RxR—R Utt:C2Ua:a:-

Buscamos funciones U (¢, x) que verifiquen lo anterior. Esta vez trataremos de resolver esta ecuacién
realizando el cambio de variable:
a=xz+ct [L=x—ct
Con este cambio tenemos que:
U, =Uyo, + Ugﬁx =U, + UB
Uzz = UnaOtz + UBaam + Uaﬁﬁx + Uﬁﬂﬁx =Uqa + UB,(E + Uaﬂ + UBa-
Si buscamos soluciones de clase C? podemos utilizar que Uap = Ugn obteniendo:

Upz = Upa + UBﬂ + 2Ua,(3-
Ut = UaOét + Ugﬂt = C(Ua — Uﬁ)
Utt = C(Uaaat + Uﬁaat + Uaﬁﬂt + Uﬂﬁﬂt) = 62(Uaa - 2Ua5 + Uﬁﬁ)

Dado que queremos buscar soluciones estas deben satisfacer la ecuacién de la cuerda.

Uit = Uz = (Une — 2Unp + Upp) = 2 (Uaa + Usp + 2Uag) = Uap = 0.

Realizando este cambio de variable, la ecuacién en derivadas parciales obtenida (U,s = 0) es
significativamente mas sencilla.

Uap = 0= Ua = fla) = Ula, B) = F(a) + G(B)

La primera deduccién se realiza ya que si la derivada de U, respecto a [ es cero, la funcién U,
no depende de . Luego si integramos U, respecto a « no quedard una primitiva de f(«) mas una
constante respecto a a (que no dependa de «), pero si podria depender de 8. Hasta ahora hemos
obtenido que nuestra solucién tendria la forma:

(0.12) U(t,z) = F(z +ct) + G(x — ct)

donde F y G son funciones de R a R, a las cuales les pediremos que sean de clase C? para que U sea
de clase C?. Recordar que esta hipdtesis la usamos al establecer que Uyp = Ugq.

Tratemos de darle un sentido fisico a esto ultimo. Tanto F' como G son funciones que van de R a
R, con sus respectivos graficos en el plano. Si en particular estudiamos F, en el tiempo cero se tiene
que o = x por lo tanto en el instante cero la funcién F'(z) tiene el mismo grafico que F'(«). Si ahora lo
estudiamos en el tiempo ¢ = 1 tendrfamos que F'(x + ¢), lo que representa la funcién anterior corrida
segin el eje . En otras palabras, el grafico de F' tiene siempre la misma forma pero se va corriendo
a medida que pasa el tiempo. La velocidad a la que se mueve la onda, es justamente la constante c.

Ocurre exactamente lo mismo con G, la diferencia es que a medida que aumenta el tiempo el
grafico de G se moverd en sentido contrario. La interpretacién a esto, es que cualquier solucién se
puede considerar como la combinacién de dos ondas moviéndose en sentido contrario. Por esta razén
es que a este método se lo conoce como método de propagacion de ondas.

Que la velocidad a la que se mueva la onda sea ¢ no es casualidad. Cuando se trabaja con una
onda como lo es el sonido, la constante ¢ es justamente la velocidad a la que se propaga la onda en
ese medio donde se esté trabajando (depende si es el aire, agua, etc). Cuando se trabaja con la luz,
esa constante c representa la velocidad de la luz.
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t=3 t=2 t=1
X
C
G - =
A X

C

F1GURA 2. Interpretacién de la solucién a la ecuacién de ondas

0.3.3. Cuerda infinita con condiciones iniciales

Hemos encontrado una solucién genérica para las ecuacion en derivadas parciales de la onda.
Veamos que paso si le agregamos condiciones iniciales.
Teorema 0.6.

Sea el problema:

Uy = CQUg;g; (t, I) eR xR
0,z2) =uo(z) z€R

(0.13) U
Ui(0,z) =wvo(z) z€R

con ug € C? y vy € C*, entonces:

Ult,z) = + =

up(x +ct) +ug(z —ct) 1 /“Ct
2 2c J,

es una solucidn al problema (0.13).

Demostracion:
Considerando que la forma de la solucién serd como la ecuacién (0.12), las condiciones iniciales
implican que:
(0.14) U(0,z) = F(z) + G(z) = uo(x)
U(t,x) = cF'(x + ct) — cG'(z — ct) = U(0,2) = c(F'(x) — G'(x)) = vo(x).
Integrando la ultima ecuacion obtenemos que:
(0.15) % /O vo(s) ds + K = F(z) — G(x)

Si sumamos las ecuaciones (0.14) y (0.15) obtenemos que:

Fz) = uoéﬂf) +2ic/OIU°(S) ds +C
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Restando las mismas ecuaciones se obtiene que:

up(z) 1 [%

—_ = — vo(s) ds — C
2 2 /O o(s)

Las condiciones de ug y vo son necesarias ya que para que la funcién (0.12) sea solucién F' y G debian
ser de clase C2.

G(z) =

=U(t,z) =F(z+ct)+ Gz — ct) =

+ — ¢t 1 x+ct
Uo(® + ct) +uo(w — cf) / vo(s) ds.

+ J—
2 2¢ Jyo_et
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0.3.4. Ecuacién de Laplace.

Daremos un ejemplo (examen de diciembre de 2015) para mostrar como se resuelven este tipo de
ecucaciones.
Se considera la ecuacion:
Ugg + Uyy = 0 para todo (z,y) € (0,7) x (0,7),
u(0,y) =0y u(m,y) =0 para todo y € [0, 7],
(*) 1 wu(z,m) =0 para todo z € [0,n]
u(z,0) = x(r —x) para todo x € [0, 7],
u de clase C? en (0,7) x (0,7) y continua en [0, 7] x [0, 7].

Buscando soluciones de la forma X (2)Y (y) hallar un candidato a solucién u de (x) de la forma

Y) = un(z,y).
n=0

Luego, probar que el candidato a solucién u hallado, verifica todas las condiciones enunciadas en ().

Buscando soluciones de la forma u(z,y) = X(z)Y(y), la condicién uys + uy, = 0 implica
X" ()Y (y) + X (2)Y" (y) = 0. Por lo tanto

=— = A (cte).

Entonces hay que resolver las ecuaciones X (z) —AX (z) =0y Y (y) + AY (y) = 0. La condicién
u(0,y) = 0 implica X (0) =0 y u(m,y) = 0 implica X () = 0. Por lo tanto hay que resolver
X" — AX =0 con las condiciones X () = X (0) = 0.

Resolviendo esta tltima ecuacién tenemos que X (z) = A,sen(nz) y que A = —n?

conn € N.

La ecuacién Y (y) — n?Y (y) = 0 tiene como solucién Y (y) = B,e™ + Cpe ™. La condicién
u(x, ) = 0 implica Y () = 0, por lo tanto Y (7) = Bpe"™ + Cpe™"" = 0 implica que B,, = —C,,e 2",
Entonces

Y (y) = —Cpe 2"™e™ 4 Cpe™™ = Cp (—e"W 727 4 e7™),

Por lo tanto, tenemos que

Un(,y) = sen(nz) Dy, (—e™¥=2™) £ =) donde D, = A,C,.

Si consideramos u(z,y) = >_,° ; un(z,y) entonces la condicién u(z,0) = z(r — z) implica que

u(z,0) = Z Dy(1 — e ?")sen(nz) = z(m — x).

n=1

Por lo que D, (1 — e2"™) debe ser el coeficiente de Fourier de la extensién impar de la funcién
f(z) = (7 — x) en el intervalo [—m, 7r]. Por lo tanto

D,(1 —e™2"™) = %/OW x(m — xz)sen(nz)dr = %((71)"4r1 +1)

Entonces el candidato a solucién es

> 4 1
z:: T - n+1 + 1)msen(nx)(—en(y_2ﬂ) + e_"y)

Vamos a probar que u verifica la condicién u;, + uyy = 0 ya que las demés condiciones son muy
faciles de verificar. Lo dificil es probar que

o0 2 oo o0

2 0 2
%Zu"(z Y) Z yque y2Zun(Z,y)Za%n7gw
n=1 n=1

Si asumimos esto ltimo, vale entonces
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62u(x,y) 8 u(z,y) 0? &
922 Y2 0302 Zu” ,y) 8_y2;un(fﬂ;y) =

oo

> an 62n,)
z:: acy_‘_nz:1 uacy Z acy ua;;cyzol

Probemos que 2 3> u,(z,y) = Y00 w ya que las igualdades

n=1

0’ & o OPun (T, y)
W;un(fﬂ,y) = Z T o2

n=1

82” )
o e =3 )

n=1
se demuestran en forma andloga.

Para esto necesitamos de los siguientes resultados:

Proposicién 0.6. Sea {u,} una sucesidn de funciones u, : X — R que verifica:

o |uy(x)| < M, para todo n € N y para todo z € X,
o la serie Y, M, es convergente

Entonces existe u : X — R tal que Y u,(x) converge uniformemente a u.

Proposicién 0.7. Sea {u,} una sucesion de funciones u, : X — R de clase C* que verifica:

o FEziste xg € X tal que Y un(xg) es convergente.
e la serie Y %un (z) converge uniformemente a una funcion v.

Entorlwes a% Sup(z) =5 %un(x) y Y un(x) converge uniformemente a una funcién u que cumple
que u =v.

En nuestro caso, tenemos

ouy,

S wy) = == ()" 4 ) neos(n) (—e" V=27 4 o),

1
(1 _ 6727171')
Sea ¢ > 0 y consideremos los puntos (x,y) dentro del rectangulo [0, 7] x [4, 7]. Como y > §, tenemos
que

™3

e < e,
A su vez, como y < 7, tenemos que y — 27 < —, por lo que
en(y727r) < e nT.

Luego, podemos acotar de la siguiente manera

oun, 4

16
oz oz &) < 3

n(efnw +efn6) < _(efnw +efn6) _ Mn

()M <

(1 _ e—2n7r)
Como M, es convergente, podemos aplicar las Proposiciones 0.6 y 0.7. Finalmente, dado (z,y) €

(0,7) x (0,7) consideramos § > 0 tal que y > § > 0. Haciendo el razonamiento anterior, tenemos
probado que ugq(x,y) + uyy(z,y) = 0. Por lo tanto, esta ultima igualdad estd probada para todo

(x,y) € (0,7) x (0, ).
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