Senales Aleatorias y Modulacién

Practico 8
Modulacion Exponencial

Cada ejercicio comienza con un simbolo el cudl indica su dificultad de acuerdo a la siguiente
escala: 4 bédsica, * media, % avanzada, y % dificil. Ademds puede tener un numero que
referencia un ejercicio de uno de los libros del curso, como 3.1-4 [Car| que indica el ndimero
de ejercicio del libro, Communication Systems, 5th. edition. Bruce A. Carlson. o 1.2 [Hay]
del libro Introduction to Analog and Digital Communications, 2nd Edition, S. Haykin, M.
Moher. Wiley, 2008

* Ejercicio 1 (7.1-1 [Car])

Mostrar que no es posible definir una onda modulada de FM en directa analogia
con la de AM: z.(t) = A.cos (wc(l + mz(t))t).

Sugerencia: Estudiar cémo quedaria la frecuencia instantanea si la modulante fuera
un tono.

+ Ejercicio 2
Calcule el ancho de banda de:

(a) Una portadora de 10MHz modulada en FM por una sefial sinusoidal de
1 kHz. La amplitud de la moduladora es tal que produce una desviaciéon
maxima de frecuencia de 2 kHz.

(b) La sefnial de (a) con la frecuencia de la moduladora duplicada.

(¢) La sefial de (b) con la amplitud de moduladora duplicada.

*x Ejercicio 3

Un tono de 10 kHz modula una portadora de 100 Mhz. Un ingeniero disené el
sistema razonando que podia disminuir el ancho de banda disminuyendo la am-
plitud del tono. Lo acomodé para una desviacién de frecuencia maxima de 10
Hz y supuso que el ancho de banda seria de 20 Hz.

(a) ¢Cudl es el verdadero ancho de banda y cudl fue el error que cometié el
ingeniero?

(b) Sila amplitud hubiera sido elegida para producir una desviacién maxima
de frecuencia de 1 MHz, verificar que en ese caso el ingeniero habria acer-
tado a pesar de su razonamiento equivocado y explicar la diferencia con
el caso anterior.



*x Ejercicio 4

Se aplica el mismo tono a un modulador de FM y a uno de PM con un defasaje
tal que los espectros de salida son los mismos. Estudiar cémo cambiaran, en
general, estos espectros si:

(a) la frecuencia del tono aumenta o disminuye.

(b) la amplitud del tono aumenta o disminuye.

*x Ejercicio 5

Se desea medir el fa de un transmisor de FM. Un posible método es, usando
como entrada una sinusoide de frecuencia conocida, aumentar la amplitud de
la sinusoide desde cero hasta el valor maximo admitido a la vez que se observa
el espectro de la sefial modulada. Al variar la amplitud deben registrarse los
valores para los que se anula la componente de frecuencia f. del espectro.

(a) ¢{Coémo se puede estimar fa con los resultados de este experimento?

(b) Estime fa cuando f,, = 1kHz y las primeras 9 amplitudes encontradas
fueron 115.5, 287.7, 444.0, 539.9, 734.0, 906.7, 1064.5, 1213.6 y 1377.6 mV.

* Ejercicio 6

Analizar el detector de FM balanceado de la Figura 1. Ty es tal que w.Ty =
—7/2.

—\ Detector
Td de envolvente

+

x(t) ' Vo(t)

Tq m Detector
— de envolvente

Figura 1: Detector balanceado. (Ejercicio 6)

* Ejercicio 7
Se consideran las senales:
1. z1(t) de ancho de banda W1, |Z1|maez = 1, < 27 >=1/2, <21 >=0

2. w5(t) de ancho de banda Wa, |2a|mae = 1, < 23 >=1/2, < 15 >= 0 Se
desea trasmitir 1 y o multiplexados sobre un enlace en FM. Se plantean
los 2 esquemas de la Figura 2:

(a) Hallar, en el punto A, la f; minima para que se puedan recuperar x; y
x9; y el ancho de banda de la banda base (sefial en el punto A, x4).

(b) Hallar, en el punto A’, la fy minima para que se puedan recuperar x; y
x9, y ancho de banda de la banda base (sefial en el punto A’z 4/). Graficar
los espectros de las bandas base.
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Figura 2: Sistema el Ejercicio 7.

El modulador de FM tiene portadora f. y relacién de desviacién de frecuencia

(¢) Hallar A; y A para que en los 2 casos la senal de banda base x4 y x4
tengan valor maximo 1. Hallar su valor cuadratico medio.

(d) Hallar el ancho de banda de la sefial modulada en FM en ambos casos.
Comparar.

(e) Dar un esquema de los receptores respectivos indicando los anchos de
banda de los filtros. Mostrar que se puede recuperar las senales.



Solucion

Ejercicio 1
Tomamos x(t) como un tono, es decir:

x(t) = A, sin(wpt)
La senal transmitida es entonces:

Z.(t) = A cos(wet + mweAy, sin(wp,t)t)

é(t)
.. . 1 /4y,
La frecuencia instantdnea es 5-¢(t):

1.
2—¢>(t) = fe+ femAn sen(wpt) + femAptwn, cos(wmt)
™

1 .
2—(;5(1?) = fo(1 4+ mA,, sen(wmt) + mAptwy, cos(wnt))

T
Es decir que la frecuencia instantdnea obtenida no corresponde a la senal que
se desearia detectar, z(t).

Ejercicio 2

(a) La senal modulada en FM es

t
x.(t) = A. cos (wct + 27 fa / ;v()\)d)\)
por lo que la frecuencia instantanea es

fo+ faz(t) = fo+ fadAm cos(20007t)

La méxima desviacion de frecuencia es

fA Am

que sabemos que es 2kHz. El ancho de banda de una senal modulada en FM es
Br =2M(B)fm = 2(8 + @)
donde se toma o~ 1si B < 1,y o~ 2si > 1. En este caso g = Anla —

m

2000/1000 = 2 y estd justo en el limite de validez de ambas aproximaciones;
para 3 > 1 es una mejor estimacién usar o = 2. Por lo tanto,

Br = 2(8+2)fm = 2(Amfa +2fm) =2(2+2)kHz = 8kHz

(b)  Sila frecuencia de la moduladora, f,,, se duplica, tenemos que:

ﬂiAmfAi 2000
 fm  2-1000

Nuevamente, el valor de § esta en el limite, y tomamos por lo tanto a = 2.
Luego:
Br=2(8+42)fm=2(1+2)2-1kHz=12kHz



(c) Si ahora se duplica el valor de A,,, y se mantiene la maxima desviacién
en frecuencia, tenemos que el valor de 8 no cambia respecto al caso anterior,
y por lo tanto el valor del ancho de banda tampoco, ya que en si lo inico que
hace variar A,, es el valor de la maxima desviacién en frecuencia.

Sin embargo, si permitimos que esta desviacién varie, entonces en este caso

tendremos que:

_AfmfA_QAmfA_
O T e

Tomando o = 2, llegamos a que:

Br ~2(B+2)fm =2(2+2)2kHz = 16kH 2

Ejercicio 3
(a) Calculo de Br:

_ fAAm
fm
fA 10H =
= —— = ]_
fm  10kHz <

Por lo que:
Br =2(8+1)fm

Entonces By ~ 2W = 20kHz.
El error estuvo en no llamar a un técnico.

(b) Sifa=1MHz, D= 18z — 100 entonces

Br =2(D + 1)W = 2(101)10kHz = 2,02M H =

En este caso no se equivocé porque no era necesario llamar a un técnico.

Ejercicio 4
(a) Las seniales moduladas son, en cada caso:

PM:  Xpy(t) = A cos (wet + pazi(t))
FM: Zpy(t) = Aecos (wct + 27 fa ft T ()\)d)\)

Para que los espectros sean iguales puede tomarse z1(t) = A, cos(wnt) y
x2(t) = Ay, sin(wnt) , se tiene que:

PM: Zpy(t) = Accos (wet + daAp, sin(wp,t))
FM: Zpy(t) = Accos (wct + A?f”# sin(wmt)>

En ambos casos el espectro serd un tren de delats centrados en las frecuencias
de la forma f. 4+ nf,,, con n entero, ponderados por los coeficientes de Bessel
Jn(B). Se tiene 8 = A, fa/fm en el caso de FM y 8 = A,,fa para PM. De
aqui resulta claro que si f,,, aumenta (disminuye), la separacién entre los deltas
en ambos casos también aumenta (disminuye). Falta analizar como cambian
los coeficientes J,(8) al variar f,,. Analizaremos como varfa la cantidad de



coeficientes de Bessel relevantes en el espectro, lo que determina el ancho de
banda del mismo. El siguiente andlisis se basa en la férmula de Carlson que
nos premite expresar de forma mas conveniente el ancho de banda de dichos
espectros,

BT = 2(6 + a)fm

donde « toma los valores 0,1 o 2 de acuerdo al valor que tome f.

En el caso de PM el ancho de banda varia siempre de la misma forma que lo
hace el parametro f,, por ser éste proporcional. En tanto que para el caso de
FM el analisis debe hacerse teniendo en cuenta el valor numérico de . Si g
no es mucho mayor que 1, el ancho de banda también aumenta (disminuye)
conforme lo hace f,,, mientras que en caso contrario, el ancho de banda resulta
independiente de f,,.

(b)  Si ahora es A,, quien aumenta (disminuye), tenemos que este cambio
afecta de la misma forma ambos espectros: en ambos casos, si f no es mucho
menor que 1, el ancho de banda también aumenta (disminuye).

Ejercicio 5

(a) Sabemos que la sefial modulada se puede escribir de la forma:

+oo
z(t) = A - Z JIn () cos (wet + nwpt)

n=—oo

Como B = A}"%, si varia A,, varia también el valor de 3. Por lo tanto cam-
biardn también los valores de .J,,(8), funciones de Bessel. Como miramos solo la
componente en f., solo importa el caso en que n = 0, es decir, Jo(5). Sabemos en
qué valores de (8 esta funcion presenta ceros, e igualando dichos valores a M,
obtenemos varios posibles valores de fa. Haciendo un promedio, llegamog al

valor de fa buscado.

(b)  Considerando las nueve primeras raices de Jy(8), tenemos:

Bi1 =24048 = fa1 =2.08-1072

By =5.5201 = far=192-10"2

B3 =8.6537 = faz=1.949-107

By =11.7915 = fas=2.18-10"2

Bs =14.9309 = fas=2.03-1072 = fa =2.02-10"2kHz
Bs = 18.0711 = fag=1.99-1072

Br =212116 = fa7=1.99-1072

Bs =24.3525 = fas=2.01-10"2

B9 =27.4935 = fag=1.996-10"2

Ejercicio 6

xe(t) = Ac cos(wet + ¢(t))



donde ¢(t) = 27 fa fot x(t)dt
u(t) = Ac cos(wet + ¢(t)) — Accos(we(t — Ty) + ¢(t — Ty))
v(t) = — A cos(wet + ¢(t)) — Accos(we(t — Ta) + ¢t — Ta))

y como w. Ty = —%

u(t) = A cos(wet + ¢(t)) + Acsin(wet + o(t — Tq))

u(t) = Ac(cos(wet + @(t)) + sin(w.t + o(t — Ty)))
u(t) = Ac(cos(wct) cos(¢(t))—sin(wet) sin(o(t)))+sin(wet) cos(p(t—Ty))+cos(wt) sin(p(t—Ty)))
u(t) = Aclcos(wet)(cos(¢(t))+sin(¢(t—Ty))) +sin(wet) (cos(¢(t—Ta)) —sin(¢(?)))]
Anélogamente:

v(t) = Acfcos(wet)(— cos(d(t))+sin(d(t—Tq)))+sin(wet) (cos(d(t—Tq))+sin(o(t)))]

Y luego del detector de envolvente:

a(t) = Acy/(cos(¢(t)) + sin(é(t — Ta)))? + (cos(é(t — Tu)) —sin(¢(1)))?
0(t) = Acy/(— cos((1)) + sin((t — Ta)))? + (cos(¢(t — Ta)) + sin(e(1)))?
)
)

() = Acy/2 4 2 cos(o(t)) sin(p(t — Ty)) — 2 cos(p(t — Ty)) sin(o(t
0(t) = Aer/2 + 2sin(p(t)) cos(p(t — Ty)) — 2sin(p(t — Ty)) cos(
Operando:

(1)
(1)

t

t) = AV2/1 —sin(4(t) — ¢(t — Ta))
B(t) = AV2y/1 + sin(p(t) — o(t — Ty))
a(t) — 0(t) = AN2[V/1 —sin(¢(t) — d(t — Ta)) — /1 +sin(e(t) — ¢(t — Ta))]
Multiplicando y dividiendo por:
(V1 —sin(p(t) — 6t — Tu)) + /1 +sin(6(t) — ¢(t — Ta))]

Se obtiene:

_ AcV2(=2) sin(¢(t) — ot — T))
V1 =sin(é(t) — ot — Ta)) + /1 +sin(g(t) — ¢t — Ta))

Si Ty es pequerio, entonces el denominador puede aproximarse por 2 y sin(¢(t) —
ot —Ty)) =~ ¢(t) — ¢(t — T;) Entonces:

a(t) —o(t)

Pt —Ty)

(t) - 8(t) = ~A3(6(1) — (¢ — Ta)) = ~ ATy (LD T, )

Y volviendo a considerar que T, es pequeno
t) — 0(t) ~ —Acv/ITad(t)
como .
o) =2nfa [ atoyi
tenemos que '

a(t) — 0(t) & —AN2T 27 faz(t)

7



Ejercicio 7

(a) La senal en el punto A es de la forma:

CCA(t) = All'l(t) + Almg(t) COS(27Tf1t)

Luego, la densidad espectral de potencia de esta senal es:

Aq

Soa(f) = ArSz, (f) + =7 (Saa (f = f1) + 52, (f + 1))

El espectro entonces queda:
Asi, para poder recuperar x1(t) y z2(¢), se debe cumplir que:

fi 2 Wi+ Wa = fimin = Wi+ W

El ancho de banda de la senal a transmitir es:
Wa=fi+W;
(b) La senal en el punto A’ es:

2 (t) = Aax1(t) cos(2m fat) + Ao (t) sin(27 fot)

Entonces, la densidad espectral de potencia de esta senal es:

A

S (f) = == (Su, (f = f2) + Se, (f + f2) + Sap (f = f2) + S (f + f2))

4

El espectro es de la forma:

Se puede ver que si bien los espectros de ambas senales se superponen, en el
tiempo las mismas son ortogonales, ya que una es multiplicada por un coseno
y la otra por un seno. Luego, se transmiten en cuadratura, y entonces siempre
es posible recuperar las seniales originales en el destino (asumiendo deteccién

sincrénica sin errores), siempre y cuando se cumpla que:

Jo > max(Wy, Wa) = fo min = méax(Wy, W)

El ancho de banda de la senal resultante es:

War = fo + mé,X(Wl, Wg)



s Caso xy:

[wa(t)] = Arl2y(t)+x2(t) cos(2m fit)] < Ay | |z1 ()| + |w2(t)] | cos(2m f1t)]
—_— ———

<1 <1 <1

= lea()] <241 = 24; =1 =] 4, = L

El valor cuadrético medio de x4(t) es:

<% >=E [2%(t)] = E [A] (2] (t) + 221 (t)za(t) cos(2m f1t) + 23 (t) cos® (2 f1t))]

Suponiendo x; y x5 independientes entre si, se tiene que:

2 2 2 <a3> 347
<zxzy>=A7 | <ai>+2< 11 > < 29 > < cos(2mfrt) > + = —
N—_—— Ne—— — ———— 2 4
=1/2 =0 =0 =0 yd
=1/4
Como A; = 1/2, sustituyendo en la igualdad tenemos que:
2 __ 3
< T'p >= 16
s Caso xp:
|zar (1) = Ag|z1 (t) cos(2m fot)+xo(t) sin(2m fot)] = Ay [22(t) + 22(t) < AxV/2
—— =
<1 <1
_ 1
= Ay = Vol

El valor cuadrético medio de x4 (t) es:

< 2% >= E [A] (23(t) cos® (27 fot) + 221 (t)m2(t) cos(2 fot) sin(27 fot) + z3(t) sin® (27 fat))]



Suponiendo x; y x5 independientes entre si, se tiene que:

<azi> <zi> A2
<% >= A3 5021 +2< 11 > < xo > < cos(2m fot) sin(27 fot) > + 1322 = 72
~—— =0 =0 N——
=1/4 =1/4

Como Ay =1/ V2, sustituyendo en la igualdad tenemos que:

2 _ 1
<£L'A/ >_Z

(d) Sabemos que el ancho de banda de una sefial modulada en FM es By =
2(D +2)W.

Por lo tanto, para cada caso se tendra que:

Br.a = 2(D4+2)Wa = 2(D42)(f14+Wa)Br.ar = 2(D+2)War = 2(D+2)( fo+méx(Wy, Ws)

Como f1 min = W1+Wa 'y fo,min = méx(W1, Wa), entonces Wa min = W1+2Ws
y WA/,nLin =2 méX(Wh Wz)

Comparando estos dos valores, se tiene que:

BT,A’ < BT,A si Wi < 2W,
BT,A’ > BT,A si Wy > 2W,

(e)
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