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1. Hallar la solucién de la ecuacién de ondas,

ug(x,t) — Cuge(z,t) =0 (z,t) € (0,L) x (0,00)
con las condiciones de contorno:
u(z,0)=z(L—2) x€]0,L]

ut(z,0) =0 xz €0, L]
u(0,t) =u(L,t) =0 t€[0,00)

utilizando el método de separaciéon de variables.

2. a) Un caso particular de soluciones de la ecuacion del calor son las que corresponden a situaciones
en las que el perfil de temperaturas no se modifica con el tiempo (lo que equivale a decir que
u(z,t) no depende de t, y por lo tanto u; = 0). A esa soluciones las llamaremos soluciones
estacionarias del problema.
Hallar la solucion estacionaria a la ecuacion de calor, u.(x), para el problema con datos de
contorno

u(0,t) = A, u(L,t) =B

b) Hallar la solucion, u(x,t), de la ecuacion del calor en (0,1) x (0,00) con condiciones de borde

u(0,t) =0, u(l,t) =1

y dato inicial

Sugerencia: utilizar el principio de superposiciéon de soluciones.

c¢) Hallar una estimacion de |u(z,t) — ue(z)| y probar que la solucién hallada en la parte anterior
tiende a la solucion estacionaria cuando ¢ tiende a infinito.

3. Parcial 2008 - Sea la ecuacion

Ut = Ugy (t,x) € (0,400) x (0,m)
u(t,0) =0y ug(t,m) =0 ¢t >0
u(0,2) = z(2m — x) x € [0,7]
o0
a) Siu(z,t)= Z ug(z,t) es solucion del problema entonces
k=1
L )
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b) Demostrar que la soluciéon anterior es efectiva.

4. Se considera la ecuacién
u(z,t) — ugg(x,t) = xsent, (x,t) € D= (0,7) xR.

a) Hallar una solucion particular ug(x,t) de la forma f(x)sent + g(x) tal que las funciones f y g
satisfacen f(0) = g(0) =0, f/(0)=—-1y ¢'(0) = —1.
b) Hallar la funcién u que sea soluciéon de la ecuacion en D y satisfaga las condiciones

+oo

sinnx
u(@,0) = —z+ > o€ 0]
n=1
= sinnx
up(z,0) = -z + Y 5z €[0,7]
n=1

u(0,t) =0, t € R
u(m,t) = —mwsint — 7, t € R.

5. Se considera la ecuacion:

U = ugyy  para todo (x,t) € (0,7) x (0,400),

uz(0,8) =0y uy(m,t) =0 para todo t > 0,

u(z,0) =2 para todo = € [0, 7],

u de clase C? en (0,7) x (0,+00) y continua en [0, 7] x (0, +0c0).

(%)

a) Buscando soluciones de la forma X (x)7T(t) hallar una solucion de () de la forma

u(x,t) = Z Up(z,1).
n=0

Nota: observar que si uy(z,t) = X (z)T(t), la condicion u,(0,t) = 0 implica X (0) =0

y ug(m,t) = 0 implica X' () = 0.

b) Probar que

Ou(x,t) i M para todo (z,t) € (0,7) x (0, +00).

ot ot
n=1
6. Consideremos dos sucesiones de ntmeros reales ar y Sk, k= 1,2,... tales que
+o0
> lak| + Bkl < oo.
k=1

a) Mostrar que la serie
o) = km km
> + ,; Q) COS (Lx> + B sin <Lx>

converge uniformemente en R a una funciéon g, continua y peridédica con periodo 2L.
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b) Supongamos que los coeficientes oy y Sy satisfacen la condicion mas fuerte

+o0o
> Klax] + K[| < oo,
k=1

donde I > 1 es un nimero natural. Mostrar que el limite g de la serie de la primera parte es
una funcién de clase C! en R.

7. Utilizar el método de las series de Fourier para resolver la ecuacion

u$z(x7y) + Uyy(may) = 07 ([If, y) € (07 7T) X (O,ﬂ')
con las condiciones de borde:
a) u(0,y) =u(m,y) =siny, u(z,r) = u(z,0) =0,
b) u(0,y) = u(m,y) =0, u(z,n) =u(z,0) = z(x — ),
¢) u(0,y) = u(m,y) =siny, u(z, 7) = u(z,0) = z(z — 7).
8. En este ejercicio consideramos el problema de la cuerda vibrante de longitud 1 con sus extremos fijos

cuyas vibraciones estan amortiguadas. Sea 2 = (0,1) x (0,400). La descripcion de este problema
conduce a buscar una funcion u = u(x,t) definida sobre el conjunto €2 que satisfaga

ugt (2, 1) = uge(x,t) — ug(x,t), (x,t) € Q
u(z,0) = ug(z), z € [0,1]
ug(x,0) = vo(x), z € [0,1]
u(0,t) = u(l,t) =0, t € [0,+00),

donde ug y vg son dos funciones prefijadas que contienen la informacién sobre el estado de la cuerda
en el instante inicial, y que satisfacen

UO(O) == UO(l) == ’UO(O) == Uo(l) =0.
El término —u; en el miembro de la derecha de la ecuacion es el responsable del amortiguamiento.

a) Buscar una solucion de la ecuacion usando el método de las series de Fourier. Calcular la
solucién formalmente.

b) Buscar hipotesis sobre los datos uy y vg que permitan asegurar que la solucion hallada es
efectivamente una solucién del problema.

9. Sea {f,} una sucesion de funciones (f, : R — R) tal que
(@) = fopo(@)(n+2)(n+1) — fu(z) VzeR VneN
con fo(z) =€y fi(z) =0

a) Probar que fan41(z) =0,Vx € R, Vn € Ny que fon(z) = 2"e"/(2n)! Vo € R, Vn € N.

b) Se considera la ecuacion

U (2,1) = Ugg(x,t) +u(z,t) con —L<x<Lyl0<t<l



Introduccion a las Ecuaciones Diferenciales 2023 Préactico 9

1) Buscar soluciones de la forma
+0o0
u(x,t) =Y fala)t",
n=0
dando una expresion explicita para f,(z).

2) Probar que la funciéon u(z,t) hallada en 1) es efectivamente solucion.



