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1. Cédigos Convolucionales

1.1. Introduccion

Introducidos por Elias [1] en 1955, los cédigos convolucionales son un tipo de cédigos correctores de
errores caracterizados por la terna (n, m, k). Donde n es el nimero de entradas al codificador, m es el
nimero de entradas y k la profundidad del c6digo (las salidas serdn definidas por la entrada actual y las
k — 1 entradas previas). En general n y m son enteros pequefios con n < m, pero la memoria k debe
ser lo suficientemente larga para alcanzar bajas probabilidades de error, pero no tanto como para requerir
demasiado procesamiento en el decodificador. Se denomina fasa del cddigo a la relacién entre nimero
de entradas y ndmero de salidas n/m; de alguna manera esta tasa nos indica qué proporcién de los bits
transmitidos seran efectivamente informacién y no tan sélo redundancia.

1.2. Representacion de los Cédigos Convolucionales
1.2.1. Diagramas de Conexiones

Mas adelante veremos que los cédigos convolucionales deben su nombre a que no son mas que una
convolucién de cada una de las n palabras de entrada con ciertas respuestas al impulso que definirdn cada
una de las m salidas. Pero para llegar a comprender esto, primero veamos en la figura 1.1 el diagrama de
conexiones de un cédigo convolucional binario (1,2, 4).

=:v
1
Yeg »

V2

Figura 1.1: Diagrama de conexiones de un cédigo convolucional binario (1,2,4).

Véase que cuenta con una entrada u, tres registros de desplazamiento y dos sumadores mod-2 que

definirdn cada una de las dos salidas v; y vs: se trata entonces de un c6digo convolucional de tasa %
Los sumadores mod-2 son implementados con compuertas XOR. Otra forma comtinmente utilizada para

representar al diagrama de conexién de la figura 1.1 es como en la figura 1.2.
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Figura 1.2: Otro diagrama de conexiones del mismo cédigo convolucional binario (1,2, 4) de la figura 1.1.

Como la suma mod-2 es una operacion lineal, estos codigos pueden ser vistos como sistemas lineales,
es decir, podemos encontrar una matriz G tal que la salida v sea lograda a partir de la entrada u segtin

v = uG. (1.1)

En los diagramas de conexién de las figuras 1.1 y 1.2, los bits de la secuencia u van entrando uno a uno
y se van obteniendo las salidas vy y vs. La primera salida se obtiene de la suma mod-2 del bit entrante con
los bitsent — 2 y t — 3. La segunda salida se obtiene de la suma mod-2 del bit entrante con los bitsen ¢ — 1,
t — 2yt — 3. Finalmente, v; y v2 se multiplexan logrando un tnico flujo de salida.
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Ahora bien, si a la entrada colocamos una delta de Kronecker, i.e. u = (1,0,0,...), y observamos las
salidas, obtendremos las respuestas al impulso h; = (1,0,1,1) y hy = (1,1,1, 1) correspondientes a las
salidas v; y vy respectivamente. Y como el sistema es lineal, se cumple que

Vlzu*hl,

Vo = u % hs. (1.2)

Luego, no es dificil ver cémo para este cédigo convolucional (1,2, 4) la matriz G de la ecuacién (1.1)
se logra seguin

0 0 hi[0] ho[0] ha[l] hofl] haf2] hof2] ha[3] hof3] O
0 0 0  h[0] hol0] hi[l] ho[l] hi[2] he[2] h1[3] ho[3]
(1.3)
Finalmente, en cualquier sistema lineal, operaciones en el dominio del tiempo que involucran con-
voluciones pueden ser reemplazadas por operaciones en cierto espacio de transformacién que involucran
operaciones con polinomios. En particular, aplicando la Transformada-Z a la ecuacién (1.2) obtenemos que

Vi(Z)= UZ)H(Z)= U(Z)x (1+272+27%),

Vo(Z) = UZDH2(Z)= UZ)x (1+ 22+ 224 7°3), (14
donde todas las operaciones son mod-2 y
UZ)=uo+wmZ ' +usZ72+...; (1.5)
la multiplexacién de ambas salidas en un unico flujo se obtiene segtin
V(Z)=Vi(Z?) + Z7'Va(27). (1.6)

Nétese que el evaluar tanto a V3 como a Vz en Z2 y no en Z sugiere que al multiplexar ambas salidas lo
que se estd haciendo es un cambio en la tasa de bits, un sobre muestreo racional igual m/n. Finalmente,
vale la pena aclarar que al trabajar con representaciones polindmicas de c6digos convolucionales no se
acostumbra hacerlo con la Transformada-Z, sino que se utiliza la llamada “Transmformada-D” que si bien
es totalmente andloga, utiliza una “D” en vez de una Z ! para denotar un retardo.

Todo lo presentado hasta este punto puede ser extendido a cddigos con diferente nimero de entradas
n, diferente nimero de salidas m, diferente cantidad de registros de memoria k — 1 y diferente diagrama
de conexion. Pero como realizar una descripcion exhaustiva para cada caso en particular no aporta grandes
conceptos en general, la presente descripcion continuara basandose en el c6digo convolucional definido en
las figuras 1.1 y 1.2. Para ver otros ejemplos y descripciones mds detalladas se recomienda consultar [2].

Ejemplo 1.1. Sea la secuencia a codificaru = (10111). Para el cédigo convolucional de las figuras 1.1y
1.2 se puede ver que la salida serdv = (1101000101010011). Este resultado también puede obtenerse
con la ecuaciones (1.1) y (1.2) para las respuestas al impulso hy = (1,0,1,1) y ho = (1,1, 1, 1).

1.2.2. Diagramas de Estados

Como un codificador convolucional es un circuito secuencial, su operacién puede ser descrita por un
diagrama de estados. El estado del codificador es definido por el contenido de sus registros de desplaza-
miento; y en funcién del valor de la entrada, podremos saber el valor del préximo estado. El diagrama de
estados del codificador convolucional de las figuras 1.1 y 1.2 se muestra en la figura 1.3.

Los estados son etiquetados segin Sy, S1, . . ., Sox—1)n_1. NOtese que si el nimero de entradas es n =
1, como sucede en este ejemplo, se tiene que los estados serdn Sy, S1, ..., Sox—1_7; con k — 1 el nimero de
registros de desplazamiento. Las flechas que llevan de un estado a otro en la figura 1.3 dan informacién de la
entrada necesaria para tomar ese camino dado el estado presente, y de los dos bits de salida una vez llevada
a cabo la transicion. Asumiendo que el estado inicial del diagrama es con todos sus registros en cero (.S),
es posible obtener la palabra de cédigo correspondiente a cualquier secuencia de entrada u simplemente
recorriendo el diagrama de estados.
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Figura 1.3: Diagrama de estados del c6digo convolucional binario (1,2, 4) de las figuras 1.1y 1.2.

Ejemplo 1.2. Sea la secuencia a codificaru = (1011 1). Para el cdédigo convolucional expresado en el
diagrama de estados de la figura 1.3, se puede ver que la salida serdv = (1101000101010011). Ver
que este resultado coincide con el del ejemplo 1.1.

1.3. Puncturing

Puncturing es una técnica utilizada para lograr c6digos de cualquier tasa n/m en transmisién, sin au-
mentar la complejidad de la decodificacion en recepcion. Como se verd mds adelante, al aumentar el nimero
de entradas n, se incrementa mucho la complejidad del algoritmo de decodificacién Viterbi, que es el mas
comunmente utilizado con cédigos convolucionales.

Esta técnica codifica las palabras con un codificador de menor complejidad denominado “madre”, que
se caracteriza por contar con tan s6lo una entrada y m.,q4rc salidas; tendrd por lo tanto una tasa 1/madre-
Luego, se eliminan algunos de los bits codificados para lograr la tasa del c6digo objetivo. Tanto el codi-
ficador como el decodificador saben perfectamente cudles fueron los bits no transmitidos porque para eso
se usa cierta matriz de puncturing que indica cudles son los bits a remover. La informacién descartada es
luego agregada en recepcion en forma de bits dummy y posteriormente “corregida” por el algoritmo de
decodificacion. Lo interesante del puncturing es que la decodificacién del nuevo cddigo es idéntica a la del
c6digo madre y por lo tanto, mucho més simple.

A modo de ejemplo, las matrices presentadas en la tabla 1.1 son algunas de las mds comtinmente utili-
zadas y en particular, son las definidas en el estandar de television digital terrestre ISDB-T [3]. Para cada
una de las salidas v; y v, los ceros representan bits descartados y los unos bits transmitidos. En la columna
de la derecha de la tabla se muestra la secuencia final transmitida.

| Tasa del cédigo | Matriz de puncturing | Secuencia de transmision \
v - 1
1/2 (% [0],1)2[0]
Vg 1
V1 - 10
2/3 v1[0], v2[0], v2[1]
Vg 11
vy @ 101
3/4 U1[0]7?)2[0]7?)2[1]7?)1[2]
vy : 110
vy : 10101
5/6 U1 [0],1)2[0],1)2[1],1)1[2],1)2[3],1)1 [4]
vy : 11010
v1 : 1000101
/8 U1 [O]v02[0]702[1]702[2]702[3]701 [4]702[5]7'01 [6]
vy : 1111010

Tabla 1.1: Matrices de puncturing mas cominmente utilizadas, y definidas en el estindar de television
digital terrestre ISDB-T [3].
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2. Decodificador Viterbi

2.1. Introduccion

Luego de introducidos los cédigos convolucionales, algunos trabajos posteriores propusieron distintas
maneras de decodificarlos. En 1967 Viterbi [4] propuso un algoritmo de decodificacion relativamente facil
de implementar para cédigos con érdenes de memoria relativamente bajos. Este algoritmo fue denominado
Decodificacion Viterbi.

Finalmente, Forney [5, 6] demostré que la Decodificacion Viterbi se trataba de un algoritmo de maxima
verosimilitud para cédigos convolucionales. Esto quiere decir que la salida del decodificador siempre sera
la palabra de c6digo que maximice la funcién log-similitud, que serd definida en esta seccion.

Este algoritmo de decodificacién de maxima verosimilitud hizo que los cédigos convolucionales co-
menzaran a ser cada vez mas populares.

2.2. El Diagrama de Trellis

Si reescribimos el diagrama de estados de la figura 1.3 evolucionando en el tiempo, obtenemos el diagra-
ma de la figura 2.1. A este tipo de diagramas de estado expresados en el tiempo se los denomina diagrama
de trellis.
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Figura 2.1: Diagrama de trellis del c6digo convolucional binario (1,2, 4) de las figuras 1.1y 1.2.

Véase como para cada nuevo instante de tiempo, dependiendo del valor de la entrada, el diagrama puede
tomar uno u otro camino. Ademads, para cada camino se especifican la entrada y las respectivas salidas. Cada
una de las palabras de cédigo se representa con un tnico camino por el trellis. Los diagramas de trellis
pueden ser realizados para la cantidad de estados, salidas y entradas que se desee. Claramente, conforme
estas cantidades aumentan, también lo hace la complejidad del diagrama.
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Ejemplo 2.1. Sea la secuencia a codificaru = (1011 1), como vimos en el ejemplo 1.1, para el cédigo
convolucional de las figuras 1.1y 1.2 la salida serdv = (11010001010100 1 1). Este resultado
coincide con el camino definido en el diagrama de trellis de la figura 2.2.

©

©®OOO©O

©@OOO®O
©@OO®OO©
©@OOO®»O
© @
©@OOOWOOO
OOOOOOO
s0QOOOO®OO
©@OOQO©O©O©O
©@OOO®O

~
o
~+
=
~+
N
~+
w
~
N
—~
~
~
—~
(00]

5

Figura 2.2: Diagrama de trellis con un camino que define la salidav=(110100010101001 1) para
una entradau = (1011 1) para el cédigo convolucional binario (1,2, 4) de las figuras 1.1y 1.2.

2.3. El algoritmo

Sea la secuencia w = (ug,u1,...,ur—1), de largo L, codificada en una palabra de cdédigo v =
(vo,v1, -+, Va(L4k—1)—1)> de largo 2(L + k — 1) con k — 1 el nimero de registros de desplazamiento;
y sea la secuenciar = (rg,r1, ..., r2<L+k,1),1) la version de v recibida a través de un canal discreto y sin

memoria (DMC). Un decodificador deberd producir una estimacion v de la palabra de cédigo v basada en
la secuencia recibida r. Un decodificador de mdxima verosimilitud (MLD) para un DMC elegird v como la
palabra de c6digo que maximice la funcién log-similitud, log P(r|v).

Sea P(r;|v;) la probabilidad de transicién! del canal DMC, se tiene que

2(L+k—1)-1
Pelv)= [  Plrlva), @.1)
i=0
de donde se concluye que
2(L4k—1)—1
log P(r|v) = Z log P(ri|vi) (2.2)
i=0

A la funcién log-similitud de la ecuacién (2.2) se la llama métrica asociada al camino® v y se denota
como M (r|v). Los términos log P(r;|v;) son llamados métrica de bit y se denotan como M (r;|v;). Ambas

métricas se relacionan segin
2(Ltk—1)—1

Mxlv)= > M(riv) (23)

i=0
También se define una métrica parcial para las primeras j ramas del camino v como

j—1

M([r|v];) = > M(ri|v;) (2.4)

=0

En la lista 2.1 se presenta al Algoritmo Viterbi, que cuando se aplica a una secuencia r recibida a través
de un canal DMC obtiene el camino en el diagrama de trellis de mayor métrica. Este algoritmo es iterativo

1Se denomina probabilidad de transicién a 1a probabilidad de recibir r; dado que se transmiti6 v;.
2Se utiliza la palabra “camino” en referencia a lo visto en la seccién 2.2.
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y a cada paso compara las métricas de todos los caminos entrando a cada uno de los estados y guarda el de
mayor métrica, llamado el sobreviviente, conjuntamente con su métrica.

Algorithm 2.1 Algoritmo Viterbi

1: Para el tiempo 5 = k — 1, calcular la métrica parcial para cada camino entrando a cada estado. Alma-
cenar el camino sobreviviente y su métrica para cada estado.

2: j = j+1. Calcular la métrica parcial para cada camino entrando a cada estado sumandole a cada métrica
almacenada en el paso anterior la métrica de bit de la nueva rama. Almacenar el camino sobreviviente
y su métrica para cada estado.

3: Sij < L+ k — 1, repetir el paso 2. De lo contrario, detenerse.

Véase que para palabras de longitud L finita, en el instante L + k£ — 1 hay un unico estado posible
que es el Sy (todos los registros de desplazamiento del codificador convolucional en cero) y por lo tanto
habra un tinico camino sobreviviente. En cambio, para palabras de largo infinito, como por ejemplo en los
sitemas de broadcasting en los que el transmisor estd continuamente codificando los bits a transmitir, sélo
a medida que evoluciona el diagrama de trellis se podrén ir eliminando los caminos de menor métrica. El
camino sobreviviente se ird decodificando con cierto retardo cada vez que entre dos instantes de tiempo,
t; — t;j41, haya una unica transicion posible. A este retardo se le denomina “retardo de decodificacion”,
del inglés decoding delay, y puede tomar valores de hasta 5 x & [7].

El camino sobreviviente serd el de maxima verosimilitud y por lo tanto el Algoritmo Viterbi logra una
estimacién de médxima verosimilitud v de la secuencia codificada v. Esto se demuestra en el teorema 2.1.

Teorema 2.1. El camino sobreviviente v del Algoritmo Viterbi es el de mdxima verosimilitud. Esto es
M(rp) > M(rlv) Vv #» (2.5)

Demostracion. Asumamos que el camino de méaxima verosimilitud es eliminado por el algoritmo en el
instante j. Esto implica que el camino parcial del sobreviviente hasta este punto tiene una métrica mayor que
el de maxima verosimilitud. Luego, si el resto del camino de maxima verosimilitud (desde el punto j hasta
el final) es anexado al camino sobreviviente hasta el punto j, entonces obtendriamos un camino de métrica
mayor al de maxima verosimilitud. Y eso contradice la definicién de camino de mdxima verosimilitud
como el que tiene mayor métrica. Finalmente, este camino nunca prodra ser eliminado con el Algoritmo
Viterbi. O

2.4. Algoritmo Viterbi para un Canal Binario Simétrico (BSC)

Es el ejemplo bésico de un canal ruidoso de comunicaciones. Este canal tiene una entrada binaria, y su
salida serd igual a su entrada con una probabilidad 1 — p. Sin embargo, con probabilidad p un O serd recibido
como un 1 y un 1 serd recibido como un 0 [8]. En este caso la capacidad del canal puede ser expresada como

C=1+plogp+ (1 —p)log(l —p) bits por uso del canal. (2.6)
La ecuacion (2.2) aplicada a este canal puede ser expresada como

log P(r|v) =d(r,v)log(p) + [2(L +k — 1) — d(r,v)]log(1 — p)

,V) log(&) +2(L+k—1)log(1—p) 2.7
donde d(r, v) es la distancia de Hamming entre r y v, esto es, el nimero de bits en los que r y v difieren; y
2(L 4 k — 1) el nimero de bits de las palabras codificada y transmitida.

Cuando la probabilidad de transicién p < %,3 se tiene que log[p/(1 — p)] < 0y que 2(L + k —
1)log(1 — p) serd constante para todo v. De esta manera, un decodificador de méaxima verosimilitud para

un BSC eligird v de manera que minimice la distancia de Hamming

2(L+k—1)-1

dir,v) = > d(ri,v), 2.8)

=0

3Un BSC con p > % siempre puede ser convertido a un BSC con p < % simplemente denominando a las salidas de forma
contraria.
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o en otras palabras, el camino que sobreviva en el diagrama de trellis serd el mas cercano a v en términos
de esta distancia. El resto del algoritmo se mantiene exactamente igual, excepto que la métrica serd ahora
calculada con la distancia de Hamming y no mds con la funcién log-similitud.

Ejemplo 2.2. Sea la secuencia a codificaru = (1011 1), como vimos en el ejemplo 1.1, para el cédigo
convolucional de las figuras 1.1y 1.2 la salida serdv = (1101000101010011). Supdngase que luego
de transmitir v a través de un BSC, obtenemos en recepcion la secuenciar = (1001010101010011),
con by y bs cambiados.

En las figuras 2.3 y 2.4 se muestra el proceso de la decodificacion Viterbi. Se puede ver como al inicio
de cada rama de cada camino se especifica la distancia de Hamming que esa rama agrega al resultado
total. El camino sobreviviente serd el que minimice la distancia de Hamming una vez que hayamos vuelto
al estado Sy con todos los registros nuevamente en cero. Notese que en la figura 2.4(b) se usé que en el
tltimo estado, al cabo de L+ k — 1 instantes de tiempo, el codificador necesariamente vuelve al estado Sy.

El resultado final es efectivamente la secuencia original, v = (1101000101010011). Y la distancia
de Hamming entre esta secuencia y la secuencia recibida r es 2. Se puede ver como el camino de la figura
2.4(c) coincide con el camino de la figura 2.2.
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(a) Primero se calculan todos los caminos posibles con sus
respectivas distancias.

@)

&
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POOOO®OY QY

to t1 t2 t3 t4 ts
(b) Cuando mas de un camino lleva al sistema al mismo estado, sobrevi-
ve el de menor distancia.

Figura 2.3: Decodificacién Viterbi del Ejemplo 2.2. Pasos 1 y 2.
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(a) Se continda expandiendo el diagrama de trellis y escribiendo las respectivas dis-
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(c) Camino sobreviviente.

Figura 2.4: Decodificacion Viterbi del Ejemplo 2.2. Pasos 3,4y 5.
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