Series de Fourier

En este capitulo estudiaremos las series de Fourier con el fin de poder utilizarlas en la resolucién de
ecuaciones en derivadas parciales.

0.1. Introduccién

Asi como ya han visto que podemos aproximar una funcién derivable con un polinomio (Taylor),
la idea de las series de Fourier es aproximar una funcién con la suma de senos y cosenos. Las series de
Fourier se utilizan mucho en varios campos de la tecnologia, principalmente en la ingenieria eléctrica.

La motivacién a encontrar una serie de senos y cosenos con la cual podamos describir una funcién,
surgid gracias a la ecuacién diferencial de calor en derivadas parciales. En este problema, que veremos
en el siguiente capitulo, podremos encontrar una solucién analitica a la misma si la condicién inicial
es suma de senos y cosenos.

Una aplicacién sencilla de las series de Fourier es un cronémetro. Para medir el tiempo, la mayoria
de los cronémetros utiliza un voltaje con forma de onda cuadrada. Esto es una onda que toma el
valor A y —A alternadamente. Cuando el valor del voltaje cambia, el cronémetro interpreta que ha
transcurrido una unidad de tiempo. Lo que se hace normalmente para formar esta onda cuadrada, es
sumar varios voltajes sinusoidales de distinta frecuencia y distinta amplitud.

En las imédgenes de la figura (1) podemos ver como aproximar mediante senos una onda cuadrada
con A =1 y periodo 27. De forma gruesa uno podria aproximar la onda por un uUnico seno como se
ve en la figura (1.a). En esta aproximacién se observa que tenemos excedentes en los valores cercanos
a £7/2 y déficit donde el seno se anula. Para compensar esto, podriamos sumar un seno de menor
amplitud pero con el triple de frecuencia (sen(3t)), obteniendo un resultado como muestra la imagen
(1.b). Nuevamente se tienen zonas de excedente y otras de deficit, que se pueden tratar de compensar
sumando un sen(5t) (1.c), luego de sen(7t) (1.d), sen(9t) (1.e) y asi sucesivamente. A medida que va-
yamos sumando mds términos (con la frecuencia y amplitud conveniente) nos iremos aproximando con
mayor precisién a la onda cuadrada. La figura (1.f) se puede obtener haciendo la correcta combinacién
lineal de 20 senos de distintas frecuencias y amplitudes. A medida que aumentamos la frecuencia del
seno, podemos compensar de forma mas precisa los errores que van quedando al aproximar.

En este ejemplo, vemos graficamente que esta suma de senos va convergiendo a la onda cuadrada.
Esto serd lo que trataremos de hacer. Encontrar la correcta combinacién lineal de senos y cosenos con
la que podamos escribir, en principio, cualquier funcién periédica.

0.2. Repaso de espacio vectorial real con producto interno

Como menciona el titulo, haremos un repaso de lo visto en algebra lineal para espacios vectorial
con producto interno y luego aplicaremos esto para las series de Fourier.
Consideremos V un espacio vectorial real con producto interno <, >y {¢o, ¥1,..., s} un conjunto
ortonormal de V. Recordemos que un conjunto es ortonormal si:

< i, >=0sii#k

l|pil|* =< @i, pi >=1 para todo i = 1, ...,n.

En nuestro caso (para las series de Fourier), ¢y serdn los senos y cosenos con distinta frecuencia
y lo que queremos es encontrar la combinacién lineal de los mismos que mejor aproxime una funcién
f periddica. En el caso de un espacio con producto interno, esta combinacion lineal era justamente
la proyeccién de f en el subespacio generado por {®o, ¢1,...,¢n}. Esta combinacién lineal expresada
analiticamente es:

(0.1) Sn = E < frox > oK = E CkPk
k=0 k=0
donde definimos ¢, =< f, o >.
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F1GURA 1. Aproximacién con senos de la onda cuadrada
Proposicién 0.1. Sea V' un espacio vectorial real con producto interno <,> , {po,©1,...,¢n} un

congunto ortonormal, f €V y Sy, =Y 1_o < [, > ¢r. Entonces
f=8n Lok (estoes < f— Sy, pr>=0) para todo k=1,...,n.

Demostracién:
Por propiedad del producto interno:

<f_Sn7(pk‘ >:<fa90k>_<5m90k>

Si sustituimos S, y desarrollamos el segundo término a la derecha de la igualdad tenemos que:

< Snpk >=< Y < fr0i > 0isor >= Y << fr00 > iy or >= Y < fr 01 >< pi,pr >
=0 =0 =0
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< Sy ok >=<[, 06 >< @k, o >=< [, 06 > .
Donde se utilizé propiedades del producto interno y que el conjunto S es ortonormal. Sustituyendo
esto 1ltimo en la primer ecuacién obtenemos el resultado deseado. O

Corolario 0.1. Sea V' un espacio vectorial real con producto interno <,> , {po,¥1,...,¢n} un
congunto ortonormal, S el subespacio generado por {¢o, 01, on}, FEV ySn = 1_o < fror >
k- Entonces para todo s € S se cumple que

f—9Sn Ls.

La demostracién es directa ya que todo s € S es combinacién lineal de ¢ los cuales son perpen-
diculares a f — .5,,. O

En esta seccién siempre que hablemos de la norma, sera la norma asociada al producto interno,
es decir ||f||?2 =< f, f >.

Corolario 0.2. Sea V' un espacio vectorial real con producto interno <,> , {po,©1,...,¢n} un
conjunto ortonormal, f €V y S, =>"7_o < f.¢r > ¢r. Entonces

1112 = [1f = Sall? + 115l

Demostracién:

Como f — S, es perpendicular a S,,, se cumple Pitdgoras, de donde tenemos que:
1F112 = 11(Sn = ) = Sull® = 1S = FIP + ISall® = (111> = 1 = Sull* + 115l
a

Corolario 0.3. Sea V' un espacio vectorial real con producto interno <,> , {po,©1,...,¢n} un
conjunto ortonormal, f €V y S, =>"7_o < f.¢r > ¢r. Entonces

[1Sull < [1F1]

La demostracion es directa del corolario anterior. O

Ademds como {¢o, ¢1,..., s} un conjunto ortonormal, se cumple que

2
Pitagoras

D < Lok >0 = D lI<fion> el =

k=0

1Snll* =

k=0
- el =1
Prl|l =
SoI<fioe > Pllesl? =" D 1< foon > 7
k=0 k=0
De donde se deduce, aplicando el corolario anterior, que

n

(0.2) SOI< fron > 12 < IFII%

k=0
En el siguiente teorema demostraremos que la mejor aproximacién de f en el subespacio generado

por {0, ¢1,.-.,Pn} €s Sp.

Teorema 0.1. Sea V' un espacio vectorial real con producto interno <,> , {po,¥1,...,¢0n} un con-
junto ortonormal, f € V. y Sy = > 1o < fror > @r. Si T, = > ¢ drpr con dy cualesquiera, se
cumple que:

1f = Snll <1 = Tl

Demostracién: Sea S el subespacio generado por {¢o, ¥1,-..,¢n}. Como S,,T;,, € S entonces, por el
Corolario 0.1, se tiene que f — S, L S, —T,,. Luego

2 Pitégoras

If = Tall? = [If = Sn + Sn — Tl = I = Sall? + IS0 = Tl

Entonces
O
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0.3. Series de Fourier

Ahora si, llevaremos lo visto en la seccién pasada a las series de Fourier. Consideremos el espacio
de funciones:
V={f:R—=R: f es continua a trozos y 2w periédica}

Se recuerda que una funcién continua a trozos es una funcién que en cualquier intervalo cerrado
es continua excepto en una cantidad finita de puntos, donde los limites laterales existen y son finitos.
Una funcién 27 periddica significa que f(xz) = f(x + 27). Observar que como el sen(nz) y cos(nx)
son funciones 27 periddicas, la suma de cualquier combinacién lineal de los mismos también sera
una funcién 27 periédica. En la figura (2) se pueden ver algunas posibles funciones que perteneces al
conjunto V.
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FicURA 2. Funciones en el espacio V'

Quizas recuerden de GAL, que un posible producto interno en un espacio de funciones continuas
es:

<lfg>=| f(z)g(z)dz.

Si trataramos de verificar que el mismo sea un producto interno para el espacio de funciones V/,
deberiamos verificar si cumple las propiedades del producto interno. Sea u,w, z € V:

<u+w,z>=<u,z>+<w,z >.
<au,z>=a<u,z>,cona€R.

<Uu,z >=<z,u>.

<u,u>>0y <wu,u>=0siysolosiu=0.

Se puede demostrar rapidamente que verifica las primeras 3 propiedades. Sin embargo, no se verifica
la ultima propiedad para el conjunto de las funciones continuas a trozos. Si consideramos una funciéon
nula entre [—7, 7] en todos lados salvo en un punto, el producto interno de esa funcién con sigo misma
serfa nulo aunque la funcién no sea nula. En consecuencia, esa operacién no es un producto interno
para el espacio vectorial V' y no podriamos usar lo obtenido en la seccién anterior. Hacemos notar que
dentro de los teoremas que fueron demostrados no se utilizé esta propiedad por lo que los teoremas
anteriores son validos aunque <, > no cumpla con todas las propiedades de un producto interno. Este
problema se arregla definiendo una clase de equivalencia en V. Decimos que dos funciones f,g € V
son equivalentes si f y g difieren en una cantidad finita de puntos. Aunque no haremos hincapié en
este ultimo concepto.
1

IE] que tenga interés en comprobar esta valides puede dirigirse a https: //www.fing.edu.uy/ omargil/ecdif/texto00
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El primer conjunto S que uno pensaria en tomarse para desarrollar una funcién segiin senos y
cosenos seria el siguiente:

S ={1,cos(x), sen(x), cos(2x), sen(2x),...}.

Veamos si este conjunto es ortonormal. Es decir, que si consideramos dos funciones cualesquiera

distintas del conjunto, el producto interno es nulo y si consideramos el producto interno de una funcién
de S consigo misma da la unidad. Empecemos con la ortogonalidad:

s
° / 1.sen(nz) dx = 0 por integrar una funcién impar.
s

o/ 1.cos(nx) dx:sen(nac)[ﬂ 0.

T

s
o / cos(nz).sen(mzx) dr = 0 por integrar una funcién impar.
s
Para las siguientes integrales, recordar la igualdad trigonométrica:
1
cos(a)cos(b) = 5 (cos(b — a) + cos(b+ a))

sen(a)sen(b) = % (cos(b — a) — cos(b+ a))
e Conn #m:

/_: cos(nz).cos(ma) dz % (/_: cos(a(n —m)) dz + /W

e Conn #m:

cos(x(n +m)) dx) — 0.

-7

/7; sen(nz).sen(mzx) dx ; </7r cos(x(n —m)) dx — /7r

- -7 -7

cos(z(n +m)) dac) =0

Con estas cuentas hemos probado que el conjunto es ortogonal. Veamos ahora si es ortonormal.
s
° / 1dx =27
s

™ 1 ™
o / cos?(nx) dx = 5/ 1+ cos(2nz) de =

—T

™ 1 ™
o / sen®(nz) dr = —5/ 1—cos(2nz) de =7

-7

Claramente el conjunto S no es ortonormal con el producto interno definido. Redefiniremos en-
tonces el producto interno y el conjunto S.

<ho>== [ f@o)

1
S ={——=,cos(x), sen(x), cos(2x), sen(2x), . ..
{\/5 (z), sen(x), cos(2x), sen(2x), ...}
Proposicién 0.2.

El conjunto S = {%, cos(z), sen(x), cos(2x), sen(2z), ...} es un conjunto ortonormal respecto al
1 ™
producto interno < f,g >= — f(x)g(z) du.
T™J 7

Para la demostracién basta volver a realizar las cuentas anteriores teniendo en cuenta estas mo-
dificaciones.

Llamaremos serie parcial de Fourier de f a:

Sn(f) = % + ; arcos(kx) + i brsen(kx)

k=1
donde ag, ax y bx son los coeficientes de Fourier que se definen como:

1 T
ap =< f,1 >= = f(z) dz
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1 ™
ar =< f,cos(kx) >= — f(z)cos(kz) dx
™ —T
1 U
by =< f, sen(kz) >= — f(z)sen(kx) dx
T J—x
Para la siguiente definicién vamos asumir que dada f las series ZZ:; agcos(kx) y ZZ;'OI bisen(kx)

son convergentes.

Llamaremos serie de Fourier de f a:

+oo
Soc(f) = 20 Zakcos (kx) + Zbksen kx).
k=1 k=1

Tanto S,, como en S, dependen de la funcién f. Esta dependencia la encontramos en los coefi-
cientes ag, ar y bi.

Para lo que resta de este capitulo, asumimos que S (f) es una serie convergente.

Proposicion 0.3.

n

2
1S (A7 = 32 +Zak + bi.-

Demostracion:
n

1S (F)I? =< Sn, Sp >=< % + Z(akcos(kac) + bisen(kx)), % + Z(akcos(kac) + bpsen(kxz)) >
k=1 k=1

Dado que el conjunto S es ortogonal, utilizando las propiedades del producto interno se llega a que:

n n
2__ G0 a0
[|Sn(H)IIf =< 503 > +; < agcos(kx), arcos(kx) > —l—; < bgsen(kx), bysen(kx) >
_ H H + ZakHcos (kz)||? + Zkasen (k)| |2
Dado que S es ortonormal se cumple que ||cos(kx)|| = ||sen(k:c)|| = 1. A su vez, la norma de una

constante con el producto interno definido es ||A||?> = 24% obteniendo finalmente que:

n

2
Q,
|1Sal]? = 30 +> a4 b}

k=1

Corolario 0.4 (Desigualdad de Bessel).
Sea f €V se cumple que:

2 n T
ag 1
5 +;ai THSAP =2 P de

La demostracién es inmediata de la proposicién anterior (0.3) y el Corolario 0.3.

Corolario 0.5.

+oo +oo
Las series reales E ai Yy E bi sSon convergentes.
k=1 k=1

Demostracion:

Dado que la funcién f es continua a trozos, la integral del médulo de f es un ndmero finito (no
diverge). Utilizando el teorema anterior y esto tltimo deducimos que ZZ=1 ai + b} estd acotado para
cualquier n. Dado que ai + bi es siempre positivo, que esa sumatoria estd acotada implica que sea
convergente. O

Si bien ya hemos visto que .S, es la mejor aproximacion de f en el subespacio generado por S, no
sabemos si esta aproximacién es buena. ;A que nos referimos con que una aproximacioén sea buena?
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Cuando hablemos de una buena aproximacién nos estamos refiriendo a que S,, puede ser tan cercano

a f como quisiéramos. En otras palabras, esto implica que ||f — S,|| Mima Ny}

Teorema 0.2.

S es completo en V. Es decir que dado f € V se cumple que:
1 = Sa(H] 0.

Este teorema no sera demostrado en el curso.

Observacion:

e El hecho que ||f — S, (f)|| 2=+ 0, NO implica que S, tienda a f puntualmente.
Proposicién 0.4 (Igualdad de Parseval).
Sea f €V se cumple que:

P R——
o+ D ak ok =IIfI”
k=1
Aceptando el teorema anterior, esta igualdad se obtiene del Corolario 0.2 y de la igualdad (0.2).0

Sea f: R — R una funcién continua a trozos y 2w periédica. Para cada xy € R definimos:

f(acar) = h’m+ flx)y flzg) = lim f(z).

‘T*)‘TO CE*)CEO
Teorema 0.3 (Dini).

Sea f: R — R una funcion continua a trozos, 2w periodica y tal que para todo x € R se cumple
que existen y son finitos los siguientes limites:

o LEHD S ) - fa)

t—0+ t t—0— t

=L".

Entonces, dado xg € R se cumple que:

xd =
So(F)(a0) = Tm Su(f)(wy) = L) ES@0),

n——+o0 2
Cuando f es continua los puntos f (xg' ) ¥ f(zg) coinciden. Por lo tanto tenemos el siguiente
corolario:
Corolario 0.6.

Sea f : R — R una funcidn continua en las hipdtesis del Teorema de Dini. Entonces Sp(f)
converge puntualmente a f en R. O lo que es equivalente:

a +00 400
fz) = ?O + Z aycos(kx) + Z bpsen(kz).
k=1 k=1
Se recuerda que:
e Sea f una funcién impar y a € R = f(z) dz =0.

e Sea f una funcién par y a € R = f(z) de = 2/ f(z) dz.
0

—a
e Sea [y g dos funciones pares (o impares) = f.g(z) es una funcién par.

e Sea f una funcién par y g una funcién impar = f.g(x) es una funcién impar.

En el siguiente ejemplo, hallaremos la serie de Fourier de una funcién continua a trozos. Y utili-
zaremos algunos de estos resultados.
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Ejemplo 0.1.
Sea f: R — R, 27 periddica tal que:

1 si —m<z<0
f(x){ 1 si0<az<n

Para hallar la serie de Fourier debemos hallar los coeficientes de Fourier.

1 ™
e ag=— f(z) =0 ya que f es impar.
™ —Tr
1 ™
o ap=— f(z)cos(kx) = 0 ya que f(x)cos(kx) es impar.
™ —T
1 T 2 ™
o by =— f(z)sen(kzx) = —/ 1.sen(kx) por ser par la funcién f(z)sen(kz). Luego:
™ J)_r m™Jo
be — ~ 2cos(kx)|™ _ 1—cos(km) _ [ 0 si k es par
FETT TR o k | 4/7k  sik es impar
Tenemos entonces que:
+00 pegii1 4 +oo 1
=2i+ .
Soo = ; bpsen(kx) = - ; msen((% + 1)z).

Por el Teorema de Dini (0.3) podemos deducir que S,, converge puntualmente a:

-1 size (2km, (2k+ 1))
S, L2t g = 1 size ((2k— 1), 2kn)
0 six=kr

S coincide con f en los puntos donde f es continua pero no en los puntos de la forma k7. Vemos
que como se mencioné antes, si bien ||f — S,|| tiende a cero cuando n tiende a infinito (resultado
del teorema 0.2), f — S, no tiende a la funcién nula. ;Puede S, converger uniformemente? Si se
recuerda el teorema del capitulo de convergencia este decia que si una sucesién de funciones continuas
fn convergia uniformemente a una funcién f, esta ultima debia ser continua. S, es una sucesion
de funciones continuas (el seno es una funcién continua) y converge puntualmente a una funcién
discontinua So. En consecuencia, S,, no puede converger uniformemente.

Saber la convergencia puntual de .S, puede ser 1til para averiguar cuanto valen algunas series
reales. Por ejemplo en x = 7/2 tenemos que:

+oo . +oo . T
Soc = %Z(%iil)sen (%) = %Zﬁ(—l)’ =f (§> = 1.

i=0 i=0
= 1 71'
= — (-1)==
iz:; (28 + 1)( ) 4

Otra forma de obtener el resultado de series reales es con la igualdad de Parseval (0.4). Esta proposicién
nos decia que:

“_3++§a2+b2:||f||2;s§m#:l WfQ(z)dx:l/wld:E:2
2 kTR T (2041 ) o
+o00 2
1 s
=) = —
;(2i+1)2 8

O

El teorema de Dini (0.3) nos permite hablar de la convergencia puntual de S,, pero no de la con-
vergencia uniforme. Para ver la convergencia uniforme, utilizaremos un resultado visto en el capitulo
de convergencia llamado el Criterio del Mayorante de Weierstrass.

Teorema 0.4.
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Sea f € V, continua, derivable a trozos y de periodo 2w, tal que sus coeficientes de Fourier cumplen
que:

+oo
Z lax| + |bx| converge = S, <% f
k=1

Demostracion:

El criterio del Mayorante (ver capitulo convergencia uniforme) nos dice que si tenemos una sucesién
: n .z .
de funciones de la forma s, = Zk:onfk (x) y una sucesién real Ay que verifique que |fi(z)| < Ay para
todo x € R y para todo k > 1, si ), A converge entonces la sucesion s, converge uniformemente.
En particular para las series de Fourier si se encuentra una sucesién real Ay que cumpla:

|akcos(kx) + bpsen(kx)| < Ag
con ZZ:O Ay convergente S,, convergeria uniformemente a S,,. Como se cumple que:
lakcos(kx) 4+ bpsen(kx)| < |arcos(kx)| + |brsen(kx)| < |ak| + |bk|

si consideramos Ay = |ag| + |bk| se sabe por hipdtesis que la serie de Ay converge, y por lo tanto S,
converge uniformemente. Por el Teorema de Dini S,, converge a f. U

Ejemplo 0.2.

Sea f : R — R 27 periddica tal que f(z) = |z| con z € [—m, w]. Hallemos la serie de Fourier de
esta funcién.

1 [" 2 (7
e qp=— f(x)dx:—/acdac:ﬂ'
iy - iy 0
1 (7 2 (7 2 k k m
° ap=— » f(@)cos(kx) dox = ;/0 zcos(kx) dx = - <x567;( 2) + 608152 Z)) .
_ 2cos(km) =1 _ z(—l)k—l 0 si k es par
= 2 o k2 4/mk?® ik es impar
1 ™
o by =— f(z)sen(kz) dx = 0.
L
Como f es continua y derivable a trozos se cumple que:
T 2 n (—1)k—1 n—-+oo
Sn(f)=5+= ; cos(kx) ST Seo(f) = f(x)

Tenemos que S, converge puntualmente a f. Veamos si converge uniformemente.
n n n
(-1)F -1 2
S o+l = 3| = <522
k=1 k=1 k=1
Como la serie Y _, 2/k? converge también lo hard Y";'_, |ax| + |bx|. De modo que f se encuentra
en las hipdtesis del teorema 0.4 y por lo tanto converge uniformemente a f. En este caso la serie de

Fourier es una excelente aproximacién de f. En la figura 3 se puede ver como la sucesién Sy, (f) tiende
a f muy rapidamente.

Proposicion 0.5. Sea f : R — R derivable, de periodo 2m y su derivada continua a trozos. Sean
an(f) y bu(f) los coeficientes de Fourier de f y an(f) y bu(f) los coeficientes de Fourier de f .
Entonces:

[ ao( ):0
o ap(f ) =kbp(f).

s
f/
o bilf) = —hax(f).

Demostracion:
ao(f) = % f(x)dz = f(r) — f(=7) =0 (por ser f de periodo 2r).
ak(fl) = % f/(:c)cos(k:c)d:c = %f(m)cos(kz) |:r7r +§ f(x)sen(kx)dx = kbi(f).

=0
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FIGURA 3. Serie de Fourier de la funcién f(x) = |z| con = € [—m, 7].

bi(f)=— :f f/(:v)sen(k:x)dx = %f(x)sen(kac) T —% :f f(x)cos(kx)dx = —kay(f).

=0

lanl converge
n ge.

Criterio: Sea {a,} una sucesién de niimeros reales. Si Y a2 converge, entonces >
Demostracién:

an| — %)2 > 0 se tiene que a2 + # > 2%. Luego por criterios de comparacion se

Usando que (

lan]

cumple que ) = converge.
Proposicion 0.6. Sea f : R — R derivable con derivada continua, de periodo 2w. Entonces

S, < f

Demostracién: Por la proposicién 0.4 basta con probar que 2,5 |ax(f)| + [bx(f)| converge.
Por la desigualdad de Parseval sabemos que Z;:i ai(f ) +b3(f ") converge. Luego por el criterio de

arriba se tiene que Ziol Mkfﬂ + w converge. Por la proposicién 0.5 se tiene que ZZ;'OI lar(f)]+
|b.(f)] converge.

0.4. Series de Fourier para funciones 2L periddicas

Hasta ahora hemos trabajamos con funciones de periodo 27. Sin embargo se puede razonar de
forma andloga para funciones de periodo 2L, con L cualquier real. Mas genéricamente, nos considera-
remos el espacio vectorial real:

V={f:R—=R/f es continua a trozos y 2L periddica}

con el producto interno

L
< f,g>= %/_Lf(:v)g(x) dzx.
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Para formar funciones 2L periédicas, ahora debemos considerar el conjunto ortonormal:
g 1 ( s ) ( s ) 27 27
=< —,cos|=x),sen|—x),cos | —x|,sen| —x|,...p.
\/5 Y L Y L Y L K L Y
: [ . km km s
Se puede verificar rapidamente que las funciones sen TJL’ y cos TJL’ son 2L periddicas.
La serie de Fourier para una funciéon 2L seré:
a = km = km
Seo(f) = ?0 + Zakcos <T:c) + Zbksen <T£L'>
k=1 k=1

donde los coeficientes de Fourier son:

L
ag =< f,1 >= %/ f(x) dx
-L
L
ar, =< f,cos(kx) >= %/ f(z)cos <k%:£> dx
-L

1 k
by =< f, sen(kx) >= —/ f(x)sen (—ﬂx) dx.
LJ_; L
Todos los teoremas y corolarios vistos siguen siendo validos para funciones 2L periddicas.

0.5. Extensiones pares e impares.

Se desea escribir la funcién f(z) = z(z — 7) con x € [0, 7] como una suma infinita de senos y
cosenos. Si consideramos cualquier funcién periédica continua y derivable a trozos definida en todo R
que valga x(xz — 7) en [0, 7] sabemos que en ese intervalo convergerd puntualmente a f (teorema de
Dini 0.3). Consideremos las siguientes funciones de la imagen 4.

: : A i : :
| | | | | |
A
|
A

N

FIGURA 4. Posibles extensiones de la funcién z(x — ) con z € [0, 7].

Todas las funciones valen x(x — m) cuando = € [0,n]. La primera funcién, es la repeticién de
x(z — m) con x € [0,7] en todos los reales. La segunda es una extensién impar de f en [—7, 7| y la
repeticién de este intervalo. La tercera es la funcién nula entre [—m,0) y la repeticién del intervalo
[—7, 7).

Todas estas funciones se encuentran en las hipdtesis del corolario del teorema de Dini y por lo
tanto se cumple que su serie de Fourier converge puntualmente a las funciones representadas. Las
series de Fourier de estas funciones seran distintas ya que las funciones son distintas. Sin embargo,
todas las series de Fourier deberdn converger puntualmente a f(z) = z(z — 7) cuando z € [0, 7]. Asi
como consideramos esas tres extensiones periédicas, continuas y derivables a trozos de f, podriamos
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haber considerado infinitas extensiones peridédicas mas. No es necesario que tenga periodo 27, basta
con que la funcién sea periddica. En otras palabras, tenemos infinitas formas distintas de escribir
f(z) = z(x — 7) con z € [0, 7] como una suma infinita de senos y cosenos.

Si queremos escribir f como una funcién infinita de cosenos (con by = 0) basta con tomar una
extension par, como la primera funcién de la figura. Si consideramos esta funcién:

™
2 [" 1 — cos(k 1—(=1)*
° ap = ;/0 x(x — m)cos(kx) = 2 CZS( ) =2 122 ) .
® b =
Finalmente: N
2 oo k
™ 1-(-1)
x(r—m) = -5 + 2; Tcos(kzx), x € [0, 7).

Si ahora quisiéramos escribir a f como una suma de senos, ahora deberiamos tomar una extensién
impar, como la segunda funcién de la figura. En este caso:

® g = 0.
o ar = 0.

2 [T kx)—1 1)k -1
® b = ;/o z(x — m)sen(kx) = 40082}2 = 4( 7T)k33 .

La serie que obtenemos ahora es:
400 k
1) -1
x(r —m) = ;4(#5671(]%), x € [0,7].

Observacion:

Notar que tanto la extensién par como la impar, la férmula analitica de la funcién es x(z — )
SOLO en el intervalo x € [0,7]. Si fuera del intervalo se tuviera la misma férmula, el gréfico seria
la parabola. Fuera de este intervalo, la funcién tiene otra férmula que no fue necesario calcular para
realizar la serie de Fourier. Considerando la extension par o impar, estd MAL decir que:

ap = %/: z(x — m)cos(kx) do by = 1 /7; z(x — 7)sen(kx)

ya que la extensién no tiene ese férmula en el intervalo [—m,0). Si esto fuera cierto, la serie de Fourier
seria la misma independientemente de la extensién que hagamos. Esto no puede suceder ya que las
series de Fourier de las distintas extensiones deben converger a cosas distintas. O
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