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Nota

Sugerencias sobre el material asi como comentarios y/ criticas constructivas
se deberan hacer llegar al autor y serdan bienvenidas. A lo largo del repartido,
asi como en la seccién §6, se propone ejercicios de diferente nivel de dificultad
que tienen como objetivo facilitar la compresién del tema. Los ejercicios
m4és dificiles serdn marcados con dos asteriscos (**), los de nivel medio con
uno solo (*), y los ineluctables y sencillos sin ninguna marca especial. Mdas
ejercicios (obligatorios) se encontrardn en el curso practico de la materia.

1 Preliminares

En esta seccion del presente trabajo revisaremos algunos conceptos que son
importantes para la compresién del tema que nos ocupa.

1.1 Probabilidades de Error en Sistemas M-arios Banda Ba-
se

INCOMPLETA

1.2 Interpretacién de la Potencia de Procesos Estocasticos
1.2.1 Definiciones

La Potencia de un proceso estocéstico estacionario en Sentido Amplio (WSS)
se define como el valor esperado de su cuadrado, simbdlicamente:

P, = E($2(t))

Esta definicién deberia condecirse con la intuicién fisica que tiene asociada,
la palabra Potencia. Mads precisamente, la potencia es para nosotros la
capacidad de una senal de cambiar con el tiempo. Senales de mayor potencia
deberian ser capaces de cambiar més entre dos instantes dados, que una senal
de menos potencia.

Se tiene ademds la dificultad de estar trabajando con senales aleatorias,
para las cuales la nocién de cambio se debe establecer en términos medios,
es decir, teniendo en cuenta la estadistica que gobierna la realizacion de
los procesos. Para nosotros, la medida de cambio serd el valor esperado
cuadratico medio de la diferencia. Mas precisamente, si los instantes entre
los cuales se estd midiendo la diferencia del proceso estocdstico z(t) son 1
y to (tales que |t1 — 2| = 7), entonces, denotando con A, a esa diferencial
se tendra como definicién:

'T.a diferencia ha de depender nada més que de la distancia entre los instantes, y no
de cuales sean estos, en virtud de la WSS.



Acfe] = B (ja(tr) - a(t2)])

Operando se encuentra facilmente que:

Rx(T))
Py
lo que ademds de ser una verificacion de que el salto sélo depende de la

distancia de los instantes, lo relaciona con la autorrelacién del proceso en
consideracion.

Ar[z] =2P, - (1 —

En lo que sigue asumiremos que el proceso estocédstico x(t) es de Banda
Limitada W, es decir que el soporte de su Densidad Espectral de Potencia
estd dentro del intervalo [—-W, W].

1.2.2 Acotacién de A, [z]

Es facil probar que 1 — coswt = 256112% < “’2272. Por otro lado se tiene:
1 [t
R;(0) — Ry(1) = oy G (w)(1 — coswT)dw
—0o0
1 +0o0 w272
<on/ . Gz(w) 5 dw
1 +W w27_2
=or | Gz (w) 5 dw
W2r2 1 W
< — G d
— 4r 27 /7W w(w)dw
W2T2
== P,

Resumiendo:

Arfx] < W?r?. P,

La conclusiéon de esta observacién es que para procesos de Banda Li-
mitada, la potencia, tal cual se ha definido para Procesos Estocésticos, es
coherente con la intuicidon. De la expresion precedente se puede ver que la
variacién del proceso z(t) entre dos instantes separados 7 estd mayorada por
la potencia P,, ademads, claro estd, por una funcién creciente de 7 y por el
(cuadrado del) Ancho de Banda del proceso (un proceso de ancho de banda
nulo, segin nuestra intuicién no deberia ser otra cosa que constante).



1.3 Relaciones Senal-Ruido

Para medir la performance de sistemas de comunicacién frente al ruido se
utiliza una medida conocida como Relacién Senial Ruido (SNR). Esta
medida, que enseguida definiremos, se calcula en un determinado punto del
sistema. Pasemos ahora a definir esta cantidad. Para ello se precisa hacer

algunas hipdtesis. Estas son que la senal de interés z(t) y el ruido n(t) (de
media nula) que se le suma son procesos estocésticos no correlacionados?.
Se calcula entonces la potencia de la senal total z(¢), suma de ambas senales:

P; = E(32(t)) = E(2%(t) + 2z(t)n(t) + n%(t)) = Py + 2 Ryn(0) + P,

P,
=P, +P,=(1+)P,
P,
siendo el pentiltimo paso justificado por haber asumido la no-correlacién de
ambas sefiales (y usando que el ruido tiene media nula). Ahora, se define:

SNR =2

n
una cantidad que “mide” la predominancia en el proceso de salida de la
senial frente al ruido, en términos de potencia (estadistica) media.
1.4 Desigualdad entre Media Geométrica y Media Aritmética

En las préximas secciones se va a necesitar el resultado a continuacién:

Sean 21, 22, ...., z, n numeros € [0, +00), entonces se cumple:
21+ ... + 2 1
T > 2z
n
déndose la igualdad <= 2z} = 29 = ..... = Zp.

Ejercicio(*) Demostrar esta desigualdad.

2En algunas situaciones se tendrd una hipStesis que es mas fuerte: La independencia
entre ambos procesos.



2 Introduccion

Cuando se pretende transmitir una cierta sefial a través de un determinado
medio (Canal) esta sufre:

e Atenuacién-distorsién-retardo, debidas a la fisica del Canal.

e Contaminacién por otras sefiales que se introducen (o generan) dentro
del medio (se habla de ruido e interferencia)

Sea H.(f) la respuesta del Canal (Se asume que el Canal es un “filtro”,
y que ademads es causal (LTI)). Se puede entonces tolerar
z(t) = k- x(t —tq)

entonces si W es el ancho de banda de la senal (banda base) que se quiere
transmitir a través del Canal de banda pasante By (banda base), la trans-
ferencia del Canal debe satisfacer:

Hc(f) = k.exp(—j2ntqaf).11(f/(2Br))
con By > W.

Eso nunca sucede, se opera a la inversa en la realidad: conocida H.(f)
se modifica la senal para que se adectie a las caracteristicas del Canal (por
ejemplo, cédigos de linea). Esto tiene sus problemas: la transferencia tiene
comportamiento variable con el tiempo (por ejemplo, llueve y las microondas
disipan su energia en las gotas de agua).

Sobre el ruido, (proceso estocastico ergédico) supondremos que este es
modelado matematicamente de la siguiente forma:

e Aditivo e Independiente de la senal.
o Gaussiano de media 0.

e Blanco.

Ahora bien, Ruido y Canal estdn relacionados por la forma en que el
primero se genera/introduce dentro del segundo. Al respecto haremos las
siguientes hipdtesis:

e El Canal tiene caracteristicas uniformes:

1. Es un medio de longitud y seccién constante (por ejemplo una
guia de ondas).



2. Tiene una fisica uniforme: densidad de masa uniforme , tempe-
ratura uniforme, exposicién uniforme a fuentes de perturbacion,
etc.

e El Ruido que se genera/introduce en el Canal lo hace de manera unifor-
me a lo largo de este: tramos distintos (que no se solapen) de igual lon-
gitud introducen ruidos estadisticamente independientes de la misma
densidad espectral de potencia (plana). Ruidos generados en tramos
distintos son independientes y blancos, asimismo.

Observacion: FEl modelo del Ruido que hemos supuesto es sustentable en
el caso de que el canal sea un medio como un cable o una guia de ondas.
En el caso de transmision por aire, la situacion es un poco diferente ya
que el ruido que se percibe en el receptor nada tiene que ver con el camino
que hayan atravesado las senales que este esté pretendiendo detectar. Por el
momento asumiremos que el canal satisface hipdtesis que sustentan el modelo
presentado. Mads adelante en el curso trataremos de analizar sistemas de
Modulacion de Onda continua y recién aolli deberemos tener en cuenta la
presente observacion.

En la figura 2 se puede ver la forma en que se esquematiza el modelo del
Canal+Ruido.

N(1), n/2
x(t)
4>( L LPF,Bp ——>

Figura 1: Modelo del Canal y Ruido.

3 El Modelado

Observacion: los retardos, mientras sean iguales en todo el espectro no
importan en nuestro modelo.

Importa conocer mas a fondo la relaciéon Senal-Ruido sobre el Canal, y
como obtener mejoras (aumento)? sobre esta. A veces se estima conveniente
instalar en algin lugar entre el Transmisor y el Receptor, un Retransmi-
sor*. Se precisa entonces poder modelar el Canal partido en tramos.

En la figura 3 se denota con z a la distancia normalizada (respecto al
largo maximo del Canal) medida desde el extremo izquierdo del mismo.

3Recordar que la probabilidad de error en sistemas M-arios (equiprobables) es de la
forma P. < Q(constante - /SNRR).
20 también un Regenerador.



Para el caso en que se tiene 2 tramos de Canal en serie y admitiendo lo
dicho en las hipétesis (uniformidad), se escribe a los ruidos (N, (t) y N1_4 (%))
modelados (en el dibujo) como introducidos al final de cada tramo. Ademads
como sélo dependientes del tiempo y de la longitud del tramo dentro del
cual se generaron o introdujeron. Por otro lado sus densidades espectra-
les de potencia se escriben como ﬁ;—) y "(1—2_352, respectivamente. Andlogas
consideraciones permiten escribir a la atenuacién como independiente de la
posicion sobre el Canal, y solo variando esta con la distancia que la senal
recorre sobre el Canal®.

N©, n(x)/2 N (0, n(1-x)/2

>~ LPF,B_[——
P

Figura 2: Esquema de la situacién cuando se tiene 2 tramos.

Se debe hallar para cada z € [0,1]: L(z) y ﬂ;—) en funcién de Ly y z,
donde L es la atenuacién total (en Potencia) impuesta por el Canal, y 1 es
la Densidad Espectral de Potencia del ruido introducido por todo el Canal.

Es claro que se cumple®:

L(z)L(1 —z) = L.

También es claro que se debe cumplir la siguiente expresién:

n@) -z 1

2.L(1 — z) 2 2
siendo ambas expresiones vélidas VY € [0,1]. Si el origen de esta ultima
expresion no fuera claro se sugiere tener en cuenta que la senal de ruido a

la salida del Canal es N(t) = \/% + N1_,(¢) y calcularle a ese proceso
—X

la densidad espectral de potencia, recordando las hipdétesis hechas.

Resumiendo, las ecuaciones de las que se dispone son las siguientes
(védlidas Vz € [0,1]):
L(z)L(1—z)=L
L(0)=1,L(1)=1L

n(z)
L(1—1x)
n(0) =0,n(1) =n.

®Se tiene entonces que se escribe L(z) y L(1 — ).
5En general: L(z)L(y) = L(z +y) si « e y son longitudes de tramos disjuntos de canal.

+n(l—z)=n




Como si z € [0,1] entonces (1 — z) € [0, 1], eso permite hacer la sustitu-
cién (z) < (1 — z), en particular en la dltima de las ecuaciones:

7L(Z(f)$) +n(l—z) =7

Resta ahora encontrar L(z) Vz € [0,1]. Asumiremos que la funcién
L(-) € C'((0,1)). Sea f(z) = In L(z) (esta funcién también serd continua-
mente diferenciable hasta primer orden en (0, 1)), entonces por definicién de
derivada

Bz + dx) — B(x)

/ 1
flz) = lim e
L(z+dz)
(M)
dz0 dz
InL
_ Jigy 2E02)
del0  dz

Esta ultima igualdad se obtiene de utilizar la hipdtesis de uniformidad.
Ahora como hemos asumido que el limite existe, y como ademads este es
independiente de z, se puede escribir: '(z) = 6 constante Vz € [0,1] =
B(z) = 0.x+ Py — L(x) = exp(0.x) exp(fp); ahora imponiendo que L(0) =1
y que L(1) = L se obtiene:

L(z)=L"

lo que implica que:

() = nit

Ejercicio(*) Repetir la deduccién de L(z) usando sélo que L(-) € C°([0,1])



4 Aplicacién de los Modelos

En las siguientes subsecciones se va a utilizar los modelos obtenidos para
establecer un par de resultados interesantes sobre la ubicacion de repetidores
(no regenerativos) en el algin/os punto/s intermedios del Canal. Primero
se verd el caso en que los repetidores son considerados ideales, es decir
que no introducen ruido y que tienen una banda pasante superior a la que
precisa la senal que lo atraviesa; asi, se probard que la posicién éptima
para los repetidores’ es cuando estdn todos equiespaciados, y que ademds la
performance del sistema® mejora con el aumento del ntimero de repetidores.
Luego se analizara el caso en que los repetidores ya no son ideales, debido

a que introducen ruido no despreciable. Para esta situacidn se vera que si
bien lo mejor es equiespaciar los repetidores, existe un niimero maximo de
repetidores, luego del cual la performance del sistema empieza a decaer.

4.1 Repetidores Ideales

Primero que nada, la figura 4.1 representa la situacion cuando se tiene k — 1
repetidores ideales (k tramos) dispuestos a lo largo del Canal. Se denota
con g; la amplificacién del i-esimo Repetidor que se elige de forma tal que
reestablezca el nivel de la senal al valor que tenia antes de pasar por el tramo
de canal inmediatamente anterior.

LPF

Figura 3: Canal con k — 1 repetidores ideales, el LPF tiene banda de pasaje W.

De esta figura, imponiendo que g; = L;, se puede ver que:

Sy /W

SN = L) + o ) L)

Pero ademads se ve que:

n(z1)L(z1) + .... + n(xg)L(zg)

"Cualquiera sea su niimero.
8Medida en funcién de la SNRg

10



Ui [(1 — L*I1)Lz1 4o + (1 - L*Ik)Lmk]

T1-L T
Ui z T
= —[L" + ... L — k.
1—L-1 L7+ + ]
Entonces SNRg(z1,x2,..,Tx) = (1_#1;;)59” fk(ml... 7y con fe(T1, oy mg) =
L 4 ...+ L** — k. Pero aplicando directamente la desigualdad del aparta-
do 1.4 a los reales no negativos L*,...., L** se obtiene que f(x1,...,2x) >

(LY* — 1)k, de modo que:

1-L 1Y, 1
nBr  k(LVk —1)

con la igualdad si y sélo si 1 = ... = z, es decir cuando y sélo cuando los
repetidores estan equiespaciados. Se define la funcién h(k) = (L% — 1)k,
que tiene derivada primera h'(k) = LY k(l — %) — 1, y derivada segunda
' (k) = (lnL)2%/yk > 0 Vk > 0. Ahora como h' es creciente estricta y
R'(0) = —o0, b/ (+00) = 0, resulta h' (k) < 0 Vz € [0, +00) = h es decreciente
estricta lo que implica que la performance del sistema es mejor cuanto mayor
es el nimero de repetidores utilizados. Méas atin una cota para el supremo
de esa performance es:

SNRg(x1,2,..,xx) <

(1-L™1HS, 1
nBr k(LY/k —1)
_7-1
< (I1-L)S, 1
nBp InL

SNRr(z1,x2,..,7x) <

exp(% InL)-1
YA

. . . [k _ .
ya que: infie (g yoo) h(k) = limgpoo h(k) = limgpeo LlTkkl = In L limyqo

y usando luego el desarrollo de primer orden de la exponencial.

4.2 Repetidores No Ideales

Para los repetidores no ideales no es cierto que la performance del sistema
mejore siempre que se incrementa el niimero de repetidores. Modelaremos a
los repetidores ideales de la forma siguiente: asumiremos que generan ruido
y que los ruidos por ellos generados son iguales, ya que estos dependen de las
condiciones fisicas a las que estdn sometidos® y a estas las supondremos las
mismas para los diferentes repetidores. Despreciaremos otros efectos como
las alinealidades.

Sobre los amplificadores y los ruidos que ellos introducen asumiremos:

e Fenémeno independiente de la generacién (o introduccién) de ruido en
el Canal.

9Estamos, claro estd, admitiendo que todos los repetidores son constructivamente
idénticos.

11



e Espectro plano.
e Independientes entre si (entre distintos amplificadores).

e Ruidos referidos a la entrada del repetidor; de Densidad Espectral de
Potencia na.

e Ancho de Banda de los Repetidores todos iguales al soporte en fre-
cuencia de la senal de interés (W).

e Las amplificaciones luego de cada tramo de Canal restituyen el nivel
de la senal al que tenia antes de pasar a través de ese tramo, eso es en
la figura g; = L;.

El modelo del Canal cuando se tiene k — 1 repetidores (k tramos) en
posiciones arbitrarias resulta ser el de la figura siguiente (donde el ancho de
banda del pasabajos es W):

LPF

Se le ha referido un ruido a la entrada del filtro pasabajos de recepcion
debido a que estamos en la hipdtesis de los elementos del sistema de comu-
nicacién son reales, y el filtro pasabajos es un amplificador de ganancia 1.
Se deduce que:

ke

SNRp =
BT na) Lo+ e+ (g ma) L
pero se sabe que: 7; = n%, L; = L%. Sise define v = ﬂni (1—L7Y,
se escribe!0:
(1- L)% 1
(I4v)[L® + ...+ L*] — k 1)

para lo cual se oper6 de forma andloga a lo hecho para el caso de Amplifi-
cadores Ideales.

SNRp =

10Se observa que en vista de que L > 1 en cualquier situacién real, resulta v > 0.

12



Ahora, para obtenes la mejor performance posible en el presente caso,
hay que mazimizar la cantidad dada por (1), ello significa minimizar su de-
nominador; con la restricciéon: x;+....+xx = 1. Para eso se usa nuevamente
la Desigualdad del apartado 1.4, en forma totalmente andloga al caso Ideal,
obteniéndose que para k fijo, el maximo se produce cuando y sélo cuando

T1 = .... = T}, siendo ademads este maximo dado por:
(1-L Y5
SN R () = L (2)

L+ ) LVE -1k

Ahora se verd como varia la performance del sistema cuando el ntimero
de repetidores (equiespaciados) es la variable. Se define la funcién g(y) =

[LY5(1 +v) = 1] y. Se ve que g'(y) = LY¥(1 +v - 2L) — 1.

Como ¢'(0) = —o0, ¢'(+00) = v > 0, por continuidad debe existir
un punto y. finito tal que ¢'(y.) = 0. Por otro lado se puede ver que

g"(y) = (1+v)(In L)? L;:,/,y , que es positiva en (0,400). Se concluye entonces
que y. es el inico punto critico de g (en (0,400)), y ademds en y., g alcanza
su minimo absoluto correspondiente al intervalo [0, +00).

Con todo lo anterior se concluye que Eziste una Cota Superior para el
numero de repetidores No Ideales que puede haber en el Canal, cuando se
trabaja en forma O6ptima.

A continuacion se presenta graficas en las que se puede apreciar el com-
portamiento de la SN Rp, frente a variaciones de "TA y L.

13



g o 2 0 40 B 90 10

Figura 5: SNRg(k) vs. k paramétrico en L (L € [100, 10°]), para 24 = 4.5, :—z = 100.
El sentido de la flecha indica aumento del pardmetro.

B0 0 ag B B0 BT g 0 a0 00

Figura 6: SNRg(k) vs. k paramétrico en e (1A e 27 1073,1]), para L = 10,
Sz _
nw T

100. El sentido de la flecha indica aumento del pardmetro.

5 Comparaciéon: Los Repetidores Regenerativos
(Reales)

En esta seccion vamos a comparar la performance de dos Sistemas de Comu-
nicaciéon Binarios en Banda Base diferentes. Ambos usan repetidores, que
asumiremos en ambas situaciones como no-ideales, pero que difieren en la
naturaleza de las operaciones que efectiian. Més precisamente, estamos ha-
blando de Repetidores Regenerativos versus Repetidores Analdgicos. Estos
Repetidores Regenerativos difieren de los ya estudiados en que realizan una
conversién A /D de la senal que reciben, mediante la comparacién contra un
umbral. Asi se recupera el bit que representa la senal analégica que se recibe.
En “recuperacion” se comete un cierto error, causado por la propia etapa
de decision, frente a la presencia del ruido introducido por el Canal y del
ruido que introdujo el receptor de esa etapa (el LPF) y el correspondiente
a todas las etapas anteriores.

14



Los Repetidores Regenerativos tienen la misma forma que el propio Re-
ceptor del sistema, y esa forma se ve en la figura 5.

Conformador  [——————#=

P

... Repetidor Regenerativo |

Figura 7: Forma constructiva de un Repetidor Regenerativo, se entiende que en este
dibujo, i estd compuesto por dos términos, uno que viene del Canal y otro introducido
por el LPF. V es el umbral dptimo.

5.1 Planteo

En el proceso de conversién de analdgico a digital (binario) se comete, como
ya se mencioné (y se conoce del curso) errores debido a la introduccién
de ruido por parte del Canal. Llamemos p., a la probabilidad de error en
cada uno de los receptores (todos los Repetidores Regenerativos, mis el
Receptor). Asumiendo que todos estos dispositivos repetidores son iguales y
que ceros y unos son equiprobables. Se puede poner p, = p.; = Q(\/SNRR,),
con SNRg, = 7 dada la forma del sistema. El valor de v depende de la
codificacién de los bits, de L, de p(t), de la banda de pasaje del LPF' y del
numero de repetidores. Mas precisamente, la expresion para esa cantidad
es:

S

_1
(==L + na) WLk

’)l:

Ahora bien, se comete errores en el destino cuando y sélo cuando para
un mismo bit transmitido se cometié un nidmero impar de errores en los
comparadores. La probabilidad de cometer i errores en los k comparadores
estd dada por:

P(i) := Cfpl(1 —pe)*~

de modo que la Probabilidad de Error del sistema es:

Pe= Y P@i)~k-p.=kQ(/7)

1 impar

15



donde la aproximacion vale para p, < 1 (algo bien esperable para un sistema
bien disenado) y k no demasiado grande.

Por otro lado, para el caso en que el sistema esté disenado en base a Repe-
tidores Analégicos (no-ideales), y que este disefio sea el 6ptimo (repetidores
equiespaciados), se tiene que la SN R en recepcion es:

(1-L71)S, 1
NR» =
SNEr nW o k((1+v) LUk —1)
L-1 L-1

TR 1) YR

donde a = n_izl/l_/ con lo que P, = Q(, /a%). En la figura a continuacién se
presentan graficas comparativas de las P, de ambos sistemas.

Figura 8: Grafica Comparativa de la P. para Canal con Repetidores Regenerativos
Reales (RR) y Canal con Repetidores Analégicos Reales (RA). Se usé valores a = 100,
L=50y 24 = 40.

0
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6 Ejercicios

En esta seccién se propondran algunos ejercicios con el objeto de facilitar la
comprension del tema.

1.

(**) Extender todo lo anterior al caso en que las condiciones fisicas
son No Homogéneas.

(*) Plantear un modelo para el ruido para el caso en que el canal
sea el aire y se use una antena parabdlica de una cierta apertura ¢y.
Asumir condiciones homogéneas para el ambiente, de modo que el
ruido captado por la antena no depende de hacia que lugar esta esta
apuntando. Luego extender esto al caso de que las condiciones sean
No Homogéneas.

Se quiere asegurar la mayor area de cobertura posible para una cierta
transmisiéon. Se dispone de dos transmisores para la misma senal a
transmitir, que estdn ubicados a una distancia D entre si. Se cumple
que (D) = ny L(D) = L. Por razones econdémicas se quiere que
el gasto de potencia combinado de ambos transmisores sea lo menor
posible. Determinar la minima potencia total M PT que se debe gastar
entre ambos transmisores para que en cualquier punto intermedio a
estos la recepcién satisfaga que SNRr > SN Rﬁ”". Se asume que el
mensaje tiene ancho de banda W.

(*) ¢ Existe un valor maximo del nimero de Repetidores Analdgicos
Reales, después del cual la performance no es mejor que la que se tiene

en el caso de no usar ningun tipo de repetidor 7 ; Cémo lo estimaria
N

(*) En el caso de usar Repetidores Regenerativos Reales, equidistantes,
i, cudl es el supremo de la performance ?

(**) En el caso de usar Repetidores Regenerativos Reales, j es cierto
que el Optimo para un nimero fijo de estos se da cuando son equidis-
tantes?

Nota

Mais ejercicios, pero en el caso de que el canal sea el aire se van a ver a lo
largo de los practicos de los temas de AM y FM de la asignatura.
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