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Modelo simple de radar

X(t) Y(t)
Radar System [—

» El controlador aéreo envia un pulso de radar conocido v(t)

» Ningln avién en el rango del radar = La salida del radar
X(t) = N(t) es ruido
= El ruido es WSS de media nula N(t), con PSD Sy(f)
> Avion en el rango del radar = Pulso reflejado: X(t) = v(t) + N(t)

» Q: Cémo decidir si es X(t) = v(t) + N(t) o X(t) = N(t)?
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Criterio de disefio del filtro

» Se filtra la salida del radar X(t) con un sistema LTI con h(t):

+o00
Y(t) = / h(t — s)[v(s) + N(s)]ds = vo(t) + No(t)
» Componentes de sefial filtrada (pulso del radar) y de ruido

“+oo

+oo
vo(t):/ h(t — s)v(s)ds, No(t):/ h(t — s)N(s)ds

— 00 — 00
» Objetivo: disefiar el filtro para maximizar la SNR en tg

v§ (o)

SR = B N2 (1)
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Componentes de sefial y de ruido filtradas

> La potencia del ruido filtrado E [N3(to)] esta dada por

—+o0 —+o0o

BIM(w)] = [ Sw(f)df = [ IKF)PSu()ar

—0o0 — 00

> Si 9(f) = F(v(t)), el pulso del radar filtrado, en t = ¢ es

vo(to) = / m h(f)o(f)e/> o df

— 00

» Multiplicando y dividiendo por /Sn(f), y conjugando

wito) = [ HS O o

Sn(f)
+oo . \7*(f)efj27rfto *
:[ h(f)/Sn(f) VGOl df
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Desigualdad de Cauchy-Schwarz

» la desigualdad de Cauchy-Schwarz para funciones complejas f y g es

‘/_:o f(t)g*(t)dt‘2 < /_;OO |f(t)|2dt/_+oo g(t)Pdt

o0

= La igualdad vale si y solo si f(t) = ag(t)

» Recordemos la componente de sefial filtrada en t = tg

‘7*(f‘)efj2ﬂ'fto ] *

+o0
vo(to) = / h(F) sml A

— 00

» Usando Cauchy-Schwarz obtenemos la cota superior

+oo +oo o s
e < [ lhEsnar [ HO ar
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El filtro apareado

> Como E [N3(to)] = fjoo |h(F)[2Sn(f)df, podemos acotar la SNR
como sigue:

SNR = of

wo(to)? _ EINS(t)] [13 505 of /+°° o(F)P
E [N§(t0)] ~ E [N (to)] e Su(f)

» La SNR maxima se alcanza cuando

o* ( f)eijﬁftg

vV Sn(f)

» El filtro apareado buscado tiene respuesta en frecuencia

h(F)v/Sn(f) =

\f}*(f)efj?n'fto

() = Sn(f)

= f1(f) “apareado” al pulso de radar y a la PSD del ruido
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Ejemplo: filtro apareado para ruido blanco

Ej: Supongamos N(t) ruido blanco, con PSD Sy(f) = 2. Sea a = o2

» La respuesta en frecuencia del filtro apareado se reduce a

~

h(f) — A*(f)e7j27rfto
> La inversa de Fourier de h(f) da su respuesta al impulso

h(t) = v(to — t)

0 t 0 ¢ t

» Es una version del pulso v(t) invertida en tiempo y trasladada
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Analisis de la salida del filtro apareado

> La PSD del ruido filtrado es Sy, (f) = |A(f)[2Sn(f). Para el filtro
apareado
_ lav(A)]?

at(f)|?
Sutr) - 20 jad(f)

Sn(f)

» La Tranformada de Fourier inversa da la autocorrelacion de Np(t)

+oo v(F)? .
Rio(7) = / |a5‘;l(( f))| 271" df

Sn(f) =

» La seiial a la salida del filtro apareado es

vo(t):/_ Ooﬁ(f)v(f)ef2”&df:/_ Cm

+o00
ej27rf(t—to)df

» Las altimas dos ecuaciones implican que vo(t) = (1/a)Rp,(t — to)
= Salida del filtro apareado oc autocorrelaciéon trasladada
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Aplicacién: Sistema basico de comunicacién digital
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Aplicacién: Sistema basico de comunicacién digital

» Transmitimos una secuencia de bits {bg, by, ...} por un canal de
comunicacién utilizando una sefial PAM binaria con pulso
conformador v(t) de duracién T. Asumiremos sincronismo perfecto
entre transmisor y receptor:

+oo
X(t) =Y Zv(t—nT),
n=0
donde Z, codifica cada bit con valores {ag, a1}, con ag < a;.

» Supondremos que la probabilidad de haber enviado un b, = 0 es p:

PriZ,=a]=p, P(Z,=a1)=1-p.
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Aplicacién: Sistema basico de comunicacién digital

Asumimos un modelo de canal simple, que no distorsiona la sefial e

introduce un ruido N(t) aditivo, blanco, gaussiano de varianza 02,\,:

> Sn(f) =03

> fn(x) = \/217rTﬁ exp (—%) dx.

2,0 (ko) fo4mT
2, , .
e el o= XY —”;1>Y_X ‘u“(: :1))
W) AN (o, &:) () ’V/\/(G,(A:)
SU(f\: u’: Y S»/,(f):"/vy,'

» En recepcion: h(t) filtro apareado (maximiza la SNR a su salida).

» Se muestrea la salida en el instante 6ptimo, y se compara con un
umbral ~ para inferir si se mandé b, =00 b, = 1.
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Aplicacién: Sistema basico de comunicacién digital

Receptor

Filtro apareado:

R 0*(f efj27rft5 O (f efj27rft5 . i
h(f) =« (s)N(f) =™t )aﬁ = P(feE

> h(t)=v(ts—t), con0<t;<T

Sampler: toma muestras en los tiempos t; + nT, con 0 < t; < T:

Y, =Y(ts + nT) = Xo(ts + nT) + No(ts +nT)

con

—+o0

Xo(ts +nT)=h*xX(t; +nT) = Z,,/ h(u)v(ts — u)du = Z,,||v||§

— 00

No(ts +nT)=hx N(ts+ nT).

13 / 31
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Aplicacién: Sistema basico de comunicacién digital

Receptor

A la salida del sampler obtenemos:

» Muestras de sefial contaminada con ruido:

§0+No(ts+nT) si b,=0
51+N0(t5+nT) si b, =1,

Yo,=Y(ts+nT) = {
con 3o = aol|v[[3, y & = a|v|3.
» Potencias de sefial y de ruido

Epi=E [X3(ts + nT)] = E[|Z,||vI3?] = p32 + (1 - p)32

+o0
=B[Nt +nT)] =0} [ [h(F)Pdf = oFvI3.

Luego,
E, =2 1— =2
snr— 5o paoJr(2 P)at
TN TNo
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Aplicacién: Sistema basico de comunicacién digital

Probabilidad de error de recepcién

El receptor debe decidir entre dos hipétesis:
Ho : el transmisor envié b, = 0;  Hi : el transmisor envié b, = 1

Para decidir, se considera un umbral v y se toma como regla:

Si Yn{ <7 } decido { Ho }
>y Hl

Error al recibir Y,,: decidir Hy si fue Hy, y decidir Hy si fue Hs:

P.(7) = Prlerror| Yy,] Pr[Ya]

Ba_yes

Pr[Y,, > ’}/|HQ]PI’[H0] + PT[Y < ’}/|H1]PI’ [Hl]

IIE / FING / UdelaR Seiiales aleatorias y modulacién Tépicos especiales y aplicaciones 15 / 31



Aplicacién: Sistema basico de comunicacién digital

Probabilidad de error de recepcién

Tenemos:  Y,|Ho ~ N(3o,0%,),  YalH1 ~ N(a1.07,).

ﬁ\b u\. o A { yf&)

L
A, N J

§

N2
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Aplicacién: Sistema basico de comunicacién digital

Probabilidad de error de recepcién

Introduciendo Q(v) := % f+°° exp (—%) dx (Q(—7) =1-Q(»)):

vy
Pr[Ys > 1] = Q (70‘ 50) o=
PriY, <7lHi]=1-Q (tfl> =Q <5;;7) .
P.(7) = pQ (”wa‘)) (- p)Q ("’IUN ”)

[
f {y{j&. pf (1o [4:)

/\ w-04,1).

NETATE

e f (1<t w)
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Aplicacién: Sistema basico de comunicacién digital

Umbral 6ptimo de decision

El umbral 6ptimo ~opt s aquél que minimiza Pe(7):

’YoptaO) 17de <’Yopt§0) -0
one dy '

eibniz - 1-— —3)
Lé} _ exp( %pt ao ) i P exp <_(’Yopt 31) > -0
= = \2

Obtenemos
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Aplicacién: Sistema basico de comunicacién digital

Casos particulares

» Simbolos equiprobables, Pr[Z, = ap] = Pr[Z, = a1] = 1/2:

_2 _2 - - - -
ag+ a a + a a;—a
SNR = 021 Yopt = 0 ! Pe:Q ! 0
20, 20N,
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Aplicacién: Sistema basico de comunicacién digital

Casos particulares

» Simbolos equiprobables y ag = —ay:

_2 3.
SNR:o_aTl 'VoptZO Pe:Q(al>:Q<\/W)

No

» Simbolos equiprobables y ag = 0:

32 N EN SNR
NR = 2L oot = — P, = = -
S 203, T2 Q (2%) QY=

IIE / FING / UdelaR Seiiales aleatorias y modulacién Tépicos especiales y aplicaciones 20 / 31



Filtro de Wiener
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Estimacion Lineal

TN
/" Unobserved /|
"~ process V(t)>//
L

S S

Observed >
Vit
process U(t)—>  h(t) —>( )

» Estimar el proceso no observado V/(t) a partir del proceso U(t)
correlacionado con V/(t)

= U(t) y V(t) de media nula
= Las PSDs Sy(f) y Svu(f) son conocidas

Ej: Puede ser U(t) = V/(t) + W(t), con W(t) un ruido blanco
» Nos restringiremos a estimadores lineales

V(t) = / T M) U(t — s)ds

— 00
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Criterio de disefio del filtro

U(t) V(t)

5 h(t) —

» Objetivo: minimizar el error cuadratico medio (MSE),
min [|V(t) - V(t)ﬂ . con V(t)= / h(s)U(t — s)ds

— 00

> Sea h(t) una respuesta al impulso cualquiera tal que

V(t) = / T Hs)U(t — s)ds

—0Q0

= La optimalidad del filtro h(t) en el sentido MSE significa que

E|[V(e) - V(e)P| <E [Jv(e) - V()P
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Principio de ortogonalidad

Teorema B
Si para todo filtro lineal h(t) se verifica que

—+o0

(v - V(o) |

— 00

h(s)U(t — s)ds} =0

entonces h(t) es dptimo en sentido MSE.
» Ppio de ortogonalidad: caracterizacién implicita del filtro 6ptimo h(t)

» Se debe cumplir para todo h, en particular para h— h, lo que implica:

E[(V(t) = V(e)(V(e) - V(1)] =0
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Principio de ortogonalidad (prueba)

Demostracion.

> El MSE para un filtro arbitrario h(t) se escribe

E [[V(e) - V()] =B [|(v()- V(1)) + (V(2) = V(e)?]

» Desarrollando los cuadrados, usando linealidad de la esperanza
E[IV(e) = V(8)?] = E[IV(t) = V(O)P] +E V(1) - V(0)°]

+2E [(V(£) = V(O)(V(e) - V(2)]

» Como E [( V(t) — V(£))(V(t) — V(t))] = 0 por hipétesis, resulta

E[IV(e) = V(&)?] = E[|V(8) = V(0)F] +E [|V(8) - V(0)]
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Filtro 6ptimo mediante principio de ortogonalidad

» Si h(t) es 6ptimo, para cualquier l~1(t) el ppio de ortogonalidad
implica que

0=FE {(V(t) - V(1)) /+OO h(s)U(t — s)ds]

— 00

“E UW h(s)(V(£) — V(£))U(t s)ds}

— 00

> Intercambiando el orden de la esperanza y la integral, como h(t) es
deterministica

+oo
/ KB [(V(1) — V() U(t —5)| ds = 0

—00

» Recordando la def. de las correlaciones cruzadas Ryy(s) y Ry (s)

+o0
| B Ru(s) - Ry (s))ds =0

— 00
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Condicién sobre las correlaciones cruzadas

> Para h(t) arbitraria, el principio de ortogonalidad requiere
+oo
| )Ru(s) ~ Ryy())ds =0
—o0

> En particular, si tomamos h(t) = Ryy(t) — Ry, (t) tenemos
+o0o
| (Ruls) = Ryy(s))s =0
—00
= La integral se anula si y solo si Ryy(s) = Ry (s)

» En el 6ptimo, las correlaciones cruzadas Ryy(s) y Ry ,(s) coinciden

= Razonable: MSE es una funcién de costo de segundo orden
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El filtro de Wiener

> El filtro 6ptimo genera estimaciones V/(t) para las cuales
Rvu(s) = RVU(S)

> Como V/(t) es la salida de un sistema LTI h(t), con entrada U(t)
“+o00
Ryy(s) = / h(t)Ru(s — t)dt = h(s) * Ru(s)
— 00
» Tomando transformadas de Fourier
Sou(f) = h(F)Su(f)= Svu(f)
= El filtro 6ptimo de Wiener tiene respuesta en frecuencia

Sw(f)
—Su(f)
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Aplicacion: Restauracion de Imagenes
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Aplicacion: Restauracion de Imagenes

Estudiaremos el problema de estimar una imagen V/(x,y) a partir de una
version degradada

U(x,y) = (g * V)(x,y) + N(x,y),

con:
» g un nicleo de convolucién conocido
» N un ruido de media nula, independiente de V.

http://www.robots.ox.ac.uk/"az/lectures/ia/lect3.pdf

Ejercicio: Probar que

G* (£, fy)
Sn(fofy)
|G(fxv fy)|2 + chfx»fyg

H(fxv fy) =
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