Senales Aleatorias y Modulacién

Préctico 3
Procesos estocasticos
Proceso de Weiner, Ergodicidad.

Cada ejercicio comienza con un simbolo el cudl indica su dificultad de acuerdo a la siguiente
escala: 4 bésica, * media, % avanzada, y % dificil. Ademds puede tener un nimero, como
10.1 que indica el ntamero de ejercicio del libro del curso, Probability and Random Processes

for Electrical and Computer Engineers, John A. Gubner.

+ Ejercicio 1

2

Sea W; un proceso de Wiener, utilizar que Ry (t1,t2) = o min(t1,t2) y mostrar

que tiene incrementos no correlacionados, i.e.
E[(Wtz - th)(Wt4 - Wts)] =0

si [t1,12) v [t3,t4) son disjuntos.

*x Ejercicio 2

El proceso de Wiener W, se puede obtener como limite de un proceso random
walk continuo,

W, = Altlgo Wa = Aljgo nz::l ZnAyu(t — nAy)

1
con A, = 0A? y Z, un proceso Bernoulli de pardmetro p = 1/2. Investigar
las consecuencias sobre la autocorrelacion del proceso de Wiener si se considera
Ay =0Af conzx<1/202>1/2.

+ Ejercicio 3 (11.25)

Sea X; ruido blanco gaussiano de media nula y autocorrelacion o26(7), y Wy su
integral:

t
Wt:/ X.dt
0

Mostrar que W; tiene igual autocorrelacion que el proceso de Wiener y por tanto
es un modelo valido para la integral del ruido blanco gaussiano.



+ Ejercicio 4 (10.67)

Sea Y; un proceso WSS. En cada uno de los siguientes casos, determinar si
o= [ _TT Yidt — E[Y;] (convergencia en media cuadritica).

(a) Cy(r)=e Il
(b) CY(T) __ sin(w7)

T

* Ejercicio 5

Sea x,, una realizacién de un proceso estocastico ergédico definido por el con-
junto de variables aleatorias { X}, con —oo < n < oo. Sea px (z) a la densidad
de probabilidad para todas las variables aleatorias X,,.

(a) Considerar < u(a — x,) >, el promedio temporal de la funcién u(a — x,,)
en que u(.) es el escalén en el dominio de los reales y a es una constqante
real. Expresar en palabras el significado de este promedio temporal.

(b) Considerar el promedio probabilistico de la funcién u(a — X,,). {Qué es
E[u(a — X,,)] en términos de px (z)?

(c) (Es el resultado de la parte (b) consistente con la interpretacién de la
parte (a)? Es decir, jes razonable que se cumpla la siguiente igualdad?:

Elu(a — X)) =< u(a — z,) >



Solucion

Ejercicio 1
Sean t; < ty < t3 < t4, entonces

E[(Wy, = Wi, ) (Wi, — Wiy )| = E[Wy, Wy, | — E[Wy, Wi, | — E[Wy, Wi, | + E[Wy, Wi, ]
202(t2 — 1y — 11 +t1) =0

y los incrementos son no correlacionados.
Ejercicio 2
La autocorrelacion Ry se obtiene como limite de la autocorrelacion Ry,
Ry (t1,t2) = lim R ti1.t5) = lim (Ay)?min(ni,n
Wit ta) = lim Ry (tr,t2) = lim (Ay)* min(n,nz)

con nl = [t1]/A, n2 = [t2]/A;. Sustituyendo A, = 0 A¥ tenemos

Ry (t1,t2) = Ah’go(oAt)% min(ng, ng) = Ah’go 0’2At2m71 min(Amng, Aing)
t t

y tomando el limite tenemos

0 siz<1/2
RW(tl,tQ) = Ah’go O'QA?m_l ml'n([tl], [tz]) = 0’2 min(tl,tg) six = 1/2
00 six>1/2

Por lo que = 1/2 es el tinico valor que da como resultado el proceso de Wiener.

Ejercicio 3

Si0<s<t< oo, tenemos que

E[W,W,] = E [/Ot X dr /0 nge}
:/OS (-/OtE[XTXg]dT) d&:/os (/OtRX(e,T)dT> de
02/03 (/Otd(TG)dT>d002/osd0

:0'28

En forma andloga, si 0 <t < s < oo entonces E[W,;W,] = o?t. Por lo que

E[W;W,] = ¢ min(s, t)



Ejercicio 4

(a) Siaplicamos la transformada de Fourier a Cy (7) tenemos

]:{CY(T)} = f{e_“r'} = 1+ (Zﬂ'f)2

la cual es contunua en f = 0 por lo que
1 T
— Yidt —< E[Y,
2T /_ r 0 T [¥:]
(b)  En forma andloga

sin(7T)

T

FCy(r)} = f{ } —T(-1/2.1/2)(f)

la cual es contunua en f = 0 por lo que
1 /7

— Y,dt == BJY,
2T -T ¢ — 00 [t]

Ejercicio 5

(a) .

Enszr H{In <a}
2k+1

Este promedio temporal se puede interpretar como la propocién de tiempo que
la secuencia toma un valor menor a a.

<ula—z,) > = lim
k—o0

(b)
E [u(a — X,)] = /

— 00

o0 a

px (z)u(a — z)dx = / px(z)dz = P(X,, < a)

— 00

(c)  Sabemos que el proceso es ergédico, por lo tanto Elu(a — X,)] =<
u(a—x,) >. Por otro lado es intuitivamente razonable que la proporcién de veces
en que x, < a sea parecido a la probabilidad de que esto ocurra, P(z, < a). Es
mas, una forma de estimar la probabilidad de un evento es repetir el experimento
y dividir la cantidad de resultados favorables entre la cantidad total. Esto es
muy parecido a la igualdad que estamos analizando.



