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Muestreo de procesos estocasticos en tiempo continuo

Muestreo de procesos estocasticos en tiempo continuo
Modulacién por amplitud de pulso (PAM)

Cuantizacion de sefiales a valores continuos
Relacién sefial a ruido de cuantizacién: sobremuestreo
Cuantizacion no uniforme
Cuantizacién no uniforme por compansién
Dithering
Noise shaping

Apéndice: Férmulas de Poisson
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Procesos de banda limitada

» Una sefial deterministica x(t) de energia finita es de banda limitada
B si
F{x(t)}(f) =Xx(f)=0V|f| > B.

» Una sefial deterministica x(t) de energia infinita pero de potencia
finita es de banda limitada B si su PSD es de banda limitada:

Se(F) = F{R«()}(f)

1 T
= m — = > B.
}—{THTOO 5T _Tx(t—i-T)x(t)dt} (f)=0V|f|>B
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Procesos de banda limitada (cont.)

» Un criterio valido para los dos casos es ver si, al ser pasado por un
LPF H(f) =I{|f| < B}, el proceso no es modificado.

» Para proceso estocasticos es necesario trabajar con la media
cuadratica X(f), i.e. pedir que la PSD sea de banda limitada, ya que
con este criterio un proceso puede ser de banda limitada sin requerir
que todas los realizaciones sean funciones de banda limitada.
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Teorema del muestreo para procesos WSS

La version débil del teorema del muestreo, valida para procesos WSS de
banda limitada en m.c. (i.e. procesos cuya PSD es de banda limitada), es
la siguiente.

Teorema (Muestreo de procesos WSS de banda limitada en m.c.)

Sea X(t) un proceso WSS tal que

1

Sx() =0V [f] > —.

Entonces, el error cuadratico medio entre el proceso interpolado a partir
de sus muestras discretas {X(nT)} y el proceso continuo X(t) es nulo,

ie.
S|n (m(t—nT)/T) B
( Z X(n m(t—nT)/T ) =0

n=—o0
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Teorema del muestreo para procesos WSS (cont.)

Demostracion

Llamaremos X(t) a la sefial interpolada

5 oo in(w(t—nT)/T

X(t):n;oox(”T)s ;(t(t nT)/)'/F !
400

- Z X(nT)sinc((t —nT)/T).

Tenemos
E [(X(t) - >"<(t))2] —E {(X(t) - >”<(t)) X(t)}
_E [(X(t) . >”<(t)) )N((t)} .

Veremos que si Sx(f) =0V |f| > 1/(2T), lo dos términos de la derecha
son nulos.
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Teorema del muestreo para procesos WSS (cont.)

+o00

E [(X(t) - X(r)) X(t)] =E[X*(0)] - 3 E[X()X(nT)]sinc((t — nT)/T)
+oo
= Rx(0) — Z Rx(nT — t)sinc((t — nT)/T).

Como supp{Sx} C (— 3, 5). vale el teorema del muestreo para Rx, i.e.

+o0
Rx(t)= " Rx(nT)sinc((t — nT)/T).
Luego, para a € R, Rx(t—a) = *f Rx(nT)sinc((t —a—nT)/T)

{mT=nT-+a} Z Rx(mT — a)sinc((t — mT)/T).

m=—00

Tomando a = t tenemos Rx(0) = 37 _ Rx(mT — t)sinc((t — mT)/T),

por lo que el término en azul es nulo.

IIE / FING / UdelaR Sefiales aleatorias y modulacién Tépicos especiales y aplicaciones 7 / 71



Teorema del muestreo para procesos WSS (cont.)

E|(X(e) = X)) X®)] = > B |(X(6) = X(2)) X(aT)| sinc((t = nT)/T).
“+oo
E KX(L‘) - x(t)) X(nr)} =E[X()X(nT)] - > E[X(KT)X(nT)]sinc((t — kT)/T)
k=—o00
+oo
=Rx(t—nT) = Y Rx((k—n)T)sinc((t — kT)/T).

Nuevamente, podemos aplicar el teorema del muestreo a Rx(t — nT):

“+oo

Rx(t—nT)= > Rx(kT —nT)sinc((t — kT)/T),
k=—o00
por lo que el término en naranja (y por lo tanto en verde) es nulo. ]
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PSD del proceso muestreado

Sx (ei27rf7'>

+o0o )
— Z RX(n—I—)e—QWFnT

e e |

_ Z [/ SX(U)GIZﬂ'uanu] 67127rfnT
":;: +oo )

- / Sx(u) [ 3 e'2”(“f)"T:| du

:/+OO [ Z(S( f>]du
TH_Z:OO/ u—f—;)du

—a;;xw)

(Por férmulas de Poisson, ver apéndice.)
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PSD del proceso muestreado (reconstruccion)

+o00
Rx(t)= > Rx(nT)sinc((t—nT)/T)
+00
= Sx(f)= Y _ Rx(nT)F{sinc((t —nT)/T)}
= +§ Rx(nT)e">™™T Flsinc(t/T)}

& Sx(f) = T Sx (™) 1{|f| < 1/2T}

= Si S5x(f) =0V |f| > 1/(2T) podemos reconstruir Rx(t) a partir de
sus muestras, y mas adn:

S|n w(t—nT)/T)
Z X(n m(t—nT)/T

n=—o0
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Modulacién por amplitud de pulso (PAM)

Muestreo de procesos estocasticos en tiempo continuo
Modulacién por amplitud de pulso (PAM)

Cuantizacion de sefiales a valores continuos
Relacién sefial a ruido de cuantizacién: sobremuestreo
Cuantizacion no uniforme
Cuantizacién no uniforme por compansién
Dithering
Noise shaping

Apéndice: Férmulas de Poisson
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Modulacién por amplitud de pulso (PAM)

Llamamos sefiales PAM (por Pulse Amplitude Modulation) a los
procesos de la forma

+o00o

X(t)= > Zp(t—nT —0)
n=—o00
> {Z,} secuencia WSS, de media mz y autocorrelacion Rz[k]
» p(t) la forma del pulso utilizada par transmitir Z, sobre el canal
» T el tiempo asignado a cada simbolo Z,
» @ una fase deterministica o aleatoria, segin el modelo considerado.

X(t)
Z(i)p(t-iT-8)
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Modulacién por amplitud de pulso (PAM) (cont.)

» Retardo # constante: situacién de sincronismo de simbolo perfecto

+o0

EX(0]= Y. Ez{Z.}p(t - nT —6)

n=—o00

+o0
= my Z p(t—nT —0):=mz g(t —0)

+o0 +oo
Z Z Ez{Z,Zn}p(t + 7 — nT —O)p(t — mT — 6)

Zoo Z Rz[n—m]p(t+7—nT —0)p(t — mT —0)

n=—00 Mm=—00

S R b

Rx(t+7,t)

(t+7—nT —=0)p(t—nT + kT —0)

k=—o00 n=—o00
+o0
= > ReKlgi(t—0)
k=—o00
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Modulacién por amplitud de pulso (PAM) (cont.)

Retardo 6 constante (cont.)

Obs: Vemos que g, g/ son T-periddicas
= E[X(t)], Rx(t + 7, t) T-periddicas en t

= X(t) no es WSS (energia infinita) pero si ciclo-estacionario (potencia
finita)

= Para obtener su PSD promediamos sobre un intervalo:

+oo
= Z Rz[k] g

k=—o00
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Modulacién por amplitud de pulso (PAM) (cont.)

» Retardo 6 ~ fy(0), independiente de Z,: defasaje desconocido

E[X(t)] = Eo{Ez{X(t)|0}}

— my /+°o g(t — 0)F(0)d0

—00

Rx(t+T,t) Eg{Ez{X(f +7)X(t)|0}}

= Z Rz[k]/ f(0)do

k=—o00
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Modulacién por amplitud de pulso (PAM) (cont.)

Retardo 0 ~ fy(0), independiente de Z, (cont.)

Obs: Vemos que el proceso no es WSS pero si WS-ciclo-estarcionario,
por lo que nos interesa el promedio temporal de la autocorrelacion:

+o0o

Rx(r) = %/OT ( ; Rz[k] /:Og;(t—a)f(e)da) dt
_ f Rz[k]/:o (; /ng;(t—e)dt> £(0) do

k=—o00
too I ]
= > Rlkg [ (oo
k=—o00 -
+o00 L
= Z Rz[k] g¢
k=—o00
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Modulacién por amplitud de pulso (PAM) (cont.)

» Caso particular: fy =U[0, T)

EX(1)] = Eo{E2 {X(1)0}} = mz+ / g(t - 0)do

=mzg
+oo 1 T
Ru(t+7,6) = Bo{E2{X(t + T)X(8)|0}} = S Rz[k]?/ gl (t— 0)do
k=— 00 0
+o00 -
- Y RIME

En este caso el proceso si es WSS

= En todos los casos obtenemos la misma media y autocorrelacién

EX()]=mzg,  Rx(1)= ) Rzlklgf

k=—o0

IIE / FING / UdelaR Seiiales aleatorias y modulacién Tépicos especiales y aplicaciones 17 / 71



PSD de la PAM

Para calcular la PSD de la PAM basta con calcular g y g7

g:;_/ng(t)dt Z/ p(t —nT)d

u=t— nT 1 400 T—nT 1 400
Y / dt = / p(t)dt = (p(t))
n=—o0 —o0

+o0
g = Z / (t+7—nT)p(t —nT + kT)dt
- 400 T—nT
CETY / )p(u + kT)dt
n=—oo

1 [t 1
- ?/_ p(u+7)p(u-+ KT)du= Ry (r — KT).

(Autocorrelacion normalizada de los pulsos en 7 — kT).
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PSD de la PAM (cont.)

Luego,
E[X(t)] = mz<p(t)>

+0oo
Rx(t +7,1) Z Rz[Kef = + Z Rz[k] Rp(T — kT)

k=—00 szoo

Aplicando la FT tenemos la PSD:

+o00
Sx(f) = 1 Z Rz[K|F{R,(T — kT)} Z Rz[Kk]|p(f)|?e 2T
k_—oo k_—oo
EGOEES _iomr _ B(F)? i2m fT
= # k;m Rz[k]e = ?Sz(e )

(Tasa de simbolos 1/ T)x (Densidad de energia del pulso) x (PSD de {Z,}).

Sx(f) _ ‘ﬁ(f)|2 SZ (ei27rfT)
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PSD de la PAM (cont.)

X(t)
Z(i)p(t-iT-8)

Sy(f)

B8

Como E[X(t)] = mz(p(t)), si mz # 0y (p(t)) # 0, Sx(f) tiene Diracs en k/T.
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2

Ejemplo: Z, iid de media u, varianza o

Tenemos

Rz(k) = E[ZnkZn] = E[(Zpsk — 1)(Zn — )] + %

= o?0[k] + p?
] +o0 ] ~+00 )
= SZ(eIZTrfT) _ Z 0_26[k]e—l27rfk7— + Z /1/26_’27“([(7—
k=—o00 k=—o00
2 o

=04 M? k;m 0(f — k/T) (usamos formula de Poisson)

Luego,
0_2 A ) M 2 +o0 A )
Sx() = Z1a(NP + (%) D2 1p(k/ TIPS = k/T).

k=—o00
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Ejemplo: PAM con pulso seno cardinal

Sea X(t) WSS, ancho de banda W, i.e. Sx(f) =0 V|[f| > W.
Z, = X(nTg) con Ts < 1/(2W):

= Sz (e2"T) = L oo S (f - %) :

Consideramos p(t) = sinc(t/Ts) <> p(f) = Ts1 {|f| <

}

La sefial PAM es Xpam(t) = 3.7 X (nTy)sinc((t — nTs — 6)/Ts).

n=—oo

1
2T,

Como T, < 1/(2W), tenemos Xpam(t) =" X(t — 6).

{09 ] I A N

IIE / FING / UdelaR Seiiales aleatorias y modulacién Tépicos especiales y aplicaciones 22 / 71



Ejemplo: PAM con pulso seno cardinal (cont.)

Ademas, como sabemos,

N 2
SXPAM(f) — |p(f)| SZ (ei27rfTs)

Ts

Tsﬂ{m

1
2T,

1
T,

=Iqlfl <

Ang SXPAM(f): SX(f)'

(reconstruccién perfecta).

IlE / FING / UdelaR
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!

+

2

SZ (ei27'rf7'5)

)
=)

1
Ts
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Ejemplo: bloqueador de orden 0

p(t) =1 (t _7:,-/2> e 2T T2 T sinc(fT)

+oo
Yo = > X(kT)I'I<t_kTT_T/2>

k=—o0

+o0
Sy(f) =sinc®(fT) Y Sx(f —k/T).

k=—o00
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Ejemplo: bloqueador de orden 1

p(t)=A (t TT> < e 2T T sinc?(T)

Y(t) = f X(kT)/\(tk;T>

k=—00

+o0o
Sy(f) =sinc*(fT) > Sx(f —k/T).

k=—o00
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Cuantizacién de sefiales a valores continuos

Muestreo de procesos estocasticos en tiempo continuo
Modulacién por amplitud de pulso (PAM)

Cuantizacion de sefiales a valores continuos
Relacién sefial a ruido de cuantizacién: sobremuestreo
Cuantizacion no uniforme
Cuantizacién no uniforme por compansién
Dithering
Noise shaping

Apéndice: Férmulas de Poisson
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Cuantizacién de sefiales a valores continuos

En los sistemas de comunicacion digital:
(i) Se discretiza la sefial: X(nTs), n € Z

(ii) Se cuantiza sus valores: Q[X(nTs)] = Xq(nTs)

(iii) Se codifica sus valores cuantizados (tipicamente en binario)
)

(iv) Se envian ‘0's'y ‘1's por el canal (e.g. como +A, o 0y +A voltios)

input . discrete
- sampler quantizer
waveform encoder

analog symbol
sequence sequence

output analog table discrete
waveform | filter lookup decoder
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Cuantizacién de sefiales a valores continuos (cont.)

k7
3q <
2q z \
/) Average slope = 1
q
— 12‘1._ 52‘1_ 121 ~&| ¥ Input Output
Tq 32 53 73 © @ a'
2 2 7 2
- =q
7 29
2 _3q
’

111 original and Quantized Signal
1

110

101 °

100 1
[} 0.5 1 15 2

011 Quantization Error

05

010
0

000 05
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Modelado del proceso de cuantizacion

Sea X(t) un proceso, X(w,t): Qx T — R.
Consideremos la VA X = X(ty) para un tiempo ty dado, con pdf fx(x).

Supondremos que el rango del cuantizador cubre todo el rango dindmico
de la sefial (no hay saturacién).

(b)

A toda amplitud en [x — nq/2, x + nq/2) se le asigna el valor en ng:

+oo ng+q/2
o (x) = Y 8(x— nq) / B fx (x)dx.
n=—o00 nqg—q
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Modelado del proceso de cuantizacién (cont.)

Considerando el pulso rectangular de area 1

_ 1/q’ 7q/2<XSQ/2
fu(x) = { 0 en caso contrario,

tenemos

00 x+q/2
i) = [ - A= [ (o,

—o0 q —q/2
+oo

Multiplicando por el peine ¢(x) :=>_,°" _ qd(x — nq), obtenemos

+oo x+q/2
(fv* fx(x) - c(x) = > q(s(x_nq)l/_ B fx(2)dz

too 1 [rata/2
= Z qo(x — nq)f/ fx(z)dz = fx,(x).
q Jng—q/2

n=—o0

= [ B, (x) = (fu x f(x)) - c(x)]|
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Modelado del proceso de cuantizacion

f ()
=2 —q q 2q *
()
()
1/q
=2 a2 *
()
I ()% [ (x)
=7 = q 29"
©
()

2 O p——
2 —
=

fo@) = (/n(X) */}(\‘)) -e()

OIAC RN i
St ..
Y e .
—2q =4 0 q 2q
(e)
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Modelado del proceso de cuantizacién (cont.)

Paréntesis:

Se define la funcién caracteristica de X (CF) como

dx(v) =E [e"™] = / e fy(x)dx.

J —oo

Los momentos de X se obtienen de las derivadas de su CF en u = 0:

[Zlnn ¢x(u)] T {/Oo (ix)" e i () dx} "B [X"]

—o0 u=0

~ EX=i mnn d)X(u)]

IIE / FING / UdelaR Seiiales aleatorias y modulacién Tépicos especiales y aplicaciones 32 / 71



Modelado del proceso de cuantizacién (cont.)

Q: Dada ®x(u), jcuanto vale ®x (u)?

> ) a/2 1
¢N(U) = / fN(X)e’”XdX = / leluxdx — sinc (%)

- . qu _qjioq 2w
= dx, (v) = (d)x(u) sinc (7)> * k;m d(u+ kW) (\II = q)

+0o0
= | dx,(v) = Z Ox(u+ kW) sinc (q(u+2k\U))

k=—o0

Obs: Analogia de la cuantizacién con el muestreo temporal:
> Aqui se cuantizan las amplitudes (cuantificacién uniforme): x <> t
» El paso g juega el rol del intervalo de muestreo Ts: g < Ts

> W =27/q juega el rol de la frec. de muestreo ws = 27/ Ts: V < wq
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Modelado del proceso de cuantizacién (cont.)

Dy (1)
Teorema (Teorema de cuantizacién) ‘ . /\ ‘ ‘ .
. (a) —2¥ =¥ b4 2y
Sila CF de X es tal que s
v oo
Ox(u)=0, |u>—-=-—, .
2 q A AT
(b)
, o,(a)simgzl
entonces fx se puede recuperar a
partir de fxq.
© 9 -y ¥ 2P u
D (u) sine L ] O (u — W) sinc 1Y)
= Para que la sefal cuantizada
caracterice bien a la sefial original, P S T 3y u
tenemos que cuantificar | @
suficientemente fino. W\/W\/
© —2¥ ¥ v 2% "
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Modelo de cuantizacién simplificado

» Postularemos un modelo simplificado del proceso de cuantificacion

» Veremos en qué circunstancias es valido
Sea N una VA independiente de X, con pdf fy(x) =U[—q/2,q/2).
N representara el ruido de cuantizacion, aditivo a X.

» Tenemos E [N] =0, var[N] = ¢*/12.

» Como X y N son independientes,

fx_;,_N(X) = fN * fx(X)

Oy n(u) = Ox(u) - Dy(u)= dx(u) - sinc (%) .
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Modelo de cuantizacién simplificado (cont.)

Recordando la expresion de fx,, tenemos que fx,(x) = fx;n(x) - c(x).

Es claro que los dos modelos representan procesos bien distintos:

So(x)

7

x x K "
frn @) I I
’ N
N

x x+n ,"
EE— ’
+ 2 /S
/
Y
B |
n

3¢ -2 -4 0 4 2 3q

» El cuantizador Q[-] es no lineal; el modelo de ruido aditivo es lineal
> fx, es un tren de Diracs; fxn es en general continua y suave
» La CF de X, es W-periddica; la CF de X + N no es periddica

= i Cudl es el interés del modelo simplificado?
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Relacién entre modelo exacto y modelo simplificado

Para ver su interés, comparemos los momentos de X, y de X + N.

Vimos que para una VA Z, sus momentos pueden obtenerse de su CF:

ny _ :—n d"
E[Z"] =i {du"d)z(u)} L

Si la cuantizacion es lo suficientemente fina como para que las réplicas de
®x(u) - sinc (%) no se solapen en u =0 (i.e. dx(u) =0V |u[ >V —e):

» En un entorno de u =0, ®x, (u) = ®x;n(v)
= Sus derivadas en u = 0 son iguales
= Los momentos de X; y X+ N son idénticos!

= Bajo estas condiciones, el modelo simplificado es valido.
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IIE / FING / UdelaR Seiiales aleatorias y modulacién Toépicos especiales y aplicaciones



Relacién entre modelo exacto y modelo simplificado (cont.)

Tenemos entonces el resultado siguiente:

Si®x(u) =0 para |u| > 7/q =V /2, por el teorema de cuantizacion
O () {]u] < 7/q} = dx(u)sine (L),

que coincide con ®x n(u). Por ende, ambos modelos son equivalentes.

Obs: Para que la igualdad de momentos siga siendo valida, basta con
Ox(u) =0para|u] >21/g—e=V —¢,

con € > 0 pequefio, ya que no afecta las derivadas de ®x, (u) en u = 0.
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Relacién entre modelo exacto y modelo simplificado (cont.)

= En la practica usaremos el modelo simplificado, asumiendo que
Ox(u) =0para|ul >V —c¢:

El error de cuantificacion de un proceso X(t), para sus muestras X(nTy),
se modela como un ruido aditivo N(nTs) ~U[—q/2,q/2), blanco,
independiente de las muestras de X(t).

= El ruido de cuantizacién N(nT,) = X,(nTs) — X(nT,) verifica:

> E[N(nTs)] =0, Ru(k) = 5[]
» N(nTs) independiente de X(mTs) Vm, n.

Para ver cuanto vale la PSD de N(nT), usamos que:
» Sn(e™fTs) = K constante (TF de una delta de Kronecker)
> Potencia del ruido de cuantizacion: E [N(nT;)?| = Ry(0) = %.

£/2 2

=E [N(nTs)2] = /f/z SN(eizﬂfTs)df = Kf, = SN(ei27rfTs) _ 12,;
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Relacién sefial a ruido de cuantizacién

Consideremos una sefial aleatoria X(t) WSS de ancho de banda W.

X(t) X(nT) Xq(nT)
input . discrete
sampler quantizer
waveform encoder
Canal ideal reliable
analog symbol (5 introduce binary
sequence sequence €S o nel
X(t) Xq(nT)
output analog table discrete
waveform | filter W lookup decoder
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Relacién sefial a ruido de cuantizacién (cont.)

X(t) = f Xq(nTs)sinc(2W(t — nTy))
nj;ooo .
= Y X(nTo)sinc@W(t —nT.))+ Y N(nT.)sinc(2W(t — nT.))

X(t) + Nowt(t)

De forma general, para cualquier sefial X(t) contaminada con ruido
aditivo N(t), se define la relacién sefial a ruido como
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Relacién sefial a ruido de cuantizacién: sobremuestreo

Muestreo de procesos estocasticos en tiempo continuo
Modulacién por amplitud de pulso (PAM)

Cuantizacion de sefiales a valores continuos
Relacién sefial a ruido de cuantizacién: sobremuestreo
Cuantizacion no uniforme
Cuantizacién no uniforme por compansién
Dithering
Noise shaping

Apéndice: Férmulas de Poisson
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Relacién sefial a ruido de cuantizacién: sobremuestreo

En el caso del ruido de cuantizaciéon sabemos que

. o2 q°
S 612777‘7'5 49 _ 1
N ( ) 2 12f,
Luego,
Stn(F) = [{]F] < WSy (77 = = {2 1{1F] < W)
+o00 w 2
q q°w
Pout:/ Soutfdf:/ df:
N, - N, ( ) w 12, 6f.
Px 6 Px f,
= SNunant = Wm = q2VVS7 fs >2W

Sobremuestrear aumenta la SNR de cuantizacién (reduce el ruido de
cuantizacién sin afectar a la sefial)
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Cuantizacién no uniforme

Muestreo de procesos estocasticos en tiempo continuo
Modulacién por amplitud de pulso (PAM)

Cuantizacion de sefiales a valores continuos
Relacién sefial a ruido de cuantizacién: sobremuestreo
Cuantizacion no uniforme
Cuantizacién no uniforme por compansién
Dithering
Noise shaping

Apéndice: Férmulas de Poisson
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Cuantizacién no uniforme

fx(¥;)

SN

—Yi bj—1Y bj

» Cuantizacién uniforme: éptima para sefiales con distrib. uniforme

» Cuantizacién no uniforme: Si el factor de cresta | X(t)|max/0x es
grande,

= Conviene cuantizar méas finamente los valores mas probables.
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Cuantizacién no uniforme (cont.)

Objetivo:
Suponiendo conocida fx(x), encontrar

> Los intervalos de cuantizacién [bj_1, b;)

» los valores cuantizados y;

que minimicen la varianza del error de cuantizacion:

M bi
Us(bOabla"'abM—laylay27"'7yM):Z/ (X_yi)2fX(X)dX
i=1 /bia
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Cuantizacién no uniforme (cont.)

. dag by b
(i) vl 0=y, fx(x)dx = x fx(x) dx
Y b; bj

J—1 j—1

b,
fbjj—l x fx (x) dx

=y ="
/j fb?A fx(x) dx

(centroide de la pdf en [bj_1, b;))

o do? d [ b b
(i) G =0 db{/ (=P i e [ (= ) el de p =0

J ’ j—1 i
> (b — y)*fx (b)) = (yj+1 — by)*fx(b;) = 0

@:M+MH

—
2

(punto medio de [y, yj+1])
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Algoritmo de Lloyd-Max: cuantizacién no uniforme 6ptima

Resolver iterativamente, de forma numérica, las ecuaciones acopladas:

bj
yi = fbj,1 x fx(x) dx b YitYin
LY Ak()de T g

Data: fX: XminsXmax, M
Result: Intervalos y centroides de cuantizacién
Inicializacién: Elegir y{o) < yz(o) << y,(\/(,)), e>0

(crg)(o) — 400

b o (v 4y /2, j=0,... . M-1

(05)(1) <—Jt2’(bgo),. b(o) 17yio),...,y,(\/(,)))
t+1
while |(0’ (t (02) t*1)| > e do

p 2M*I+ﬁ“”, j=0,...,M—1

1= 0y =0 M1
(a’ )t+1 (;o_g(béf)““ bS\/tI) l,yi),.,.,y,(\;))

t<—t+1
end
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Cuantizacién no uniforme por compansion

Muestreo de procesos estocasticos en tiempo continuo
Modulacién por amplitud de pulso (PAM)

Cuantizacion de sefiales a valores continuos
Relacién sefial a ruido de cuantizacién: sobremuestreo
Cuantizacion no uniforme
Cuantizacién no uniforme por compansién
Dithering
Noise shaping

Apéndice: Férmulas de Poisson
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Cuantizacién no uniforme por compansion

Idea: comprimir el rango dinamico antes de cuantizar uniforme, y
expandirlo en recepcion:

1
1

Q[ ] vy Lookup

— Compresor )
uniforme table

Expansor [—

Supondermos que |X| < Xmax y cuantizador uniforme de M niveles.

Objetivo:

2

> Encontrar una funcién de compresién que reduzca o,

» Si fuera posible, queremos que la compresion no dependa de fx(x)
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Cuantificacién no uniforme por compansién (cont.)

Si los intervalos de cuantizacién son
suficientemente chicos, ()

d z(x)

o 2(y)
dX X=Yk - (yk) /
 2(b) — 2(bey) - /
SELALE

_ 2Xmax
~ Mhy .
2Xmax of i | .
= h=——"-. i o
Mz () S ’
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Cuantificacién no uniforme por compansién (cont.)

Calculemos la varianza del ruido cuantizacién:

i

o —Z/ (x—yi) fX dXNZfX(y,/ xfy,-)zdx

1
—_———
hio2(hj)=h3/12

M

hy _ 1 2Xmax \*
Z fx (i) h =0 ; fx (vi) (Mz’(y,-)) hi

M
_ maxz fX .yl h an'lax /Xmax fX( )
M2 = ()R T 3M2 |, O T
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Cuantificacién no uniforme por compansién (cont.)

X2y [ Fe(x)
7 = 3M2/ L2 ™

iPodemos encontrar z(x) tal que SNRcyant sea independiente de fx?
Xmax

Tomemos z(x) tal que z'(x) = X
alx

2 Xmax 2.2
« aco
— ol —/ x?fx(x) dx = X

ARETVER 32
o2 3M?
- SNRcuant = )2< 5
O'q (0%

Para ese z/(x) tenemos

XmaX .
z(x) = A+ —=sign(x) In(|x|) (A cte, tomamos A = 0)
o
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Cuantificaciéon no uniforme por compansion (cont.

z(x) = @sign(x) In(|x]) no esta definida en x = 0.
o

= Se interpola linealmente los dos logaritmos

54 / 71
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Cuantificacién no uniforme por compansién (cont.)

Este método se usa cominmente en telefonia. Para amplitudes
normalizadas a [—1,1]:

> Ley p: USA & Japén

. In(1+ plx|)
Z(X)Zs'g“(X)W7 x| < 1.
» Ley A: Resto del mundo
. Alx
sign(x) 1+IL(‘A)’ Xl < %

z(x) =
sign(x) %&%D, L <X <1
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Dithering

Muestreo de procesos estocasticos en tiempo continuo
Modulacién por amplitud de pulso (PAM)

Cuantizacion de sefiales a valores continuos
Relacién sefial a ruido de cuantizacién: sobremuestreo
Cuantizacion no uniforme
Cuantizacién no uniforme por compansién
Dithering
Noise shaping

Apéndice: Férmulas de Poisson
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Dithering

» Consiste en agregar un ruido d(t) a la sefial X(t), independiente
= Claramente esto deteriorara la SNR
= jTiene sentido?

Ejemplos
» Audio

» Imagenes

Original; cuantizada en dos niveles; dithering 4+ cuantizada en dos niveles
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Dithering: justificacién

iPor qué funciona?

——Actual Signal

=—4-bit Sampled Signal

~——Quantization Noise

Cuantizacién gruesa 04

= El error de cuantizacién se vuelve
correlacionado con la sefial

signal Amplitude
°

Time (Arbitrary)

» El error de cuantizacién deja de percibirse como ruido
> Acople que distorsiona la sefial (efecto auditivo mas nocivo).
» Agregando ruido se decorrelacionan error de cuantizacion y sefial.

» Facil de ver en imagenes: cuanto mas cerca se esta del nivel superior,
mas puntos saltan de nivel generando una especie de dégradé.
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Dithering: justificacion (cont.)

Idea: sumar ruido d independiente de la sefial

Figure 19.1 Dither added to the quantizer input.

» d. X independientes
=fxyqg = fx * fq

D ()
=0xiqg=0x by
@ 7 v “
Da(u)
» Como vimos, si ®4(f) =0
VIFl>W—e=2" ¢
q u
(b) ¥ ¥
= modelo simplificado valido 10— 000
para X +d
(© —¥ v “

Figure 19.2 Bandlimitation of quantizer input CF resulting from dithering with a band-
limited independent dither signal: (a) CF of x; (b) CF of d; (¢) CF of (x +d). ¥ = 27/q.
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Dithering: justificacion (cont.

Funciona de forma analoga a filtrar pasabajo para evitar aliasing al
muestrear:

x(0) P —] )
(a)
x oy ECER
d
D(u
H
()
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Tipos de dithering cominmente utilizados

Dithering uniforme:

> Sid~U[—q/2,q/2] indep. de X, su CF es ®,4(u) = sinc(qu/2).

» Si bien no hay solapamiento de las réplicas de ®x4(u)sinc(qu/2),
las derivadas en v = 0 pueden verse afectadas por éstas.

» En general el ruido de cuantizacién estara correlacionado con d,
pudiendo generar distorsiones indeseables.
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Tipos de dithering comanmente utilizados (cont.)

Dithering triangular:

» Sumamos dos ruidos independientes entre si y de X con distribucién

= La pdf de de la suma es triangular y su CF es sinc?(qu/2).

> Como sinc®(qu/2) tiene derivada nula u = 0, y es bastante plana en
una vecindad de u = 0, las réplicas casi no afectan los momentos

» El modelo simplificado es practicamente valido.
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Tipos de dithering comanmente utilizados (cont.)

Dithering gaussiano de o > ¢q/2:

» Este dithering es muy utilizado en la practica.

> Si bien ni las réplicas de ® x4 ni sus derivadas son nulas en u =0,
son lo suficientemente pequefias para no afectar los momentos.
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Noise shaping

Muestreo de procesos estocasticos en tiempo continuo
Modulacién por amplitud de pulso (PAM)

Cuantizacion de sefiales a valores continuos
Relacién sefial a ruido de cuantizacién: sobremuestreo
Cuantizacion no uniforme
Cuantizacién no uniforme por compansién
Dithering
Noise shaping

Apéndice: Férmulas de Poisson
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Noise shaping

» Permite procesar el dither para hacerlo menos audible

» Permite manipular el ruido de cuantizacién y el dither con criterios
psicoacisticos.

Principio:
Y(n) = Q[X(n) + d(n) —eo(n—1)]
=X(n)+d(n) —eo(n—1)+¢e(n) (1)
= Y(n)— (X(n) —eo(n—1)) =d(n)+¢e(n) (2)
co(n) = Y(n) — (X(n) — eo(n — 1)) £ d(n) +2(n) (3)
= eo(n—1)Zd(n—1)+e(n—1)

= Y(n) ¥ X(n) + d(n) — d(n—1) —e(n— 1) +(n)

Etotal (1)
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Noise shaping (cont.)

erotal(n) = (d(n) +e(n)) — (d(n—1) —e(n— 1))

= Gomi(e?) = (1— e ?)(d(e™) + ("))

= SEgom(eie) _ ‘1 . efi0|25d+s(ei0)

Filtro pasa-altos = mueve el ruido hacia las altas frecuencias
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Noise shaping (cont.)

De forma general, podemos sustituir el retardo por otro filtro A(e’®):

d(n)
- »é)» Q

X(n) ~ — :y(n)
A) <"
\/}(eie) :X(ei9)+5/mt\al(ei6)

(€)= |1 — A(e)[*Sase(e™).

Etotal

» Se puede disefiar A(e’”) para modificar el dither y el error de
cuantizacién usando criterios psicoacusticos.
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Apéndice: Férmulas de Poisson

Muestreo de procesos estocasticos en tiempo continuo
Modulacién por amplitud de pulso (PAM)

Cuantizacion de sefiales a valores continuos
Relacién sefial a ruido de cuantizacién: sobremuestreo
Cuantizacion no uniforme
Cuantizacién no uniforme por compansién
Dithering
Noise shaping

Apéndice: Férmulas de Poisson
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Apéndice: Férmulas de Poisson

Sea T > 0. Se demuestra que para toda g continua e integrable que
verifique:

> Vx, |g(x)] < C(1+ |x|)~* para constantes C >0, « > 1;
> S 1g(2mn/T)| < +oc;

+oo +oo
. _ 1 ~ i2wnt/ T
se tiene n;w g(t—nT) = 7 n;w g(2mn/T)e'*™"

En particular:
> Sig(t) =6(t) < gw) =1,

too 5(t—nT) = Foo gi2mnt/T

n=—oo n=—oo

» En frecuencia, remplazando t por f y T por 1/T:

Z:ioo 6(f - n/ T) anfoo ’27”(”7—'
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Apéndice: Transformada de Fourier del Peine de Dirac

. 400 _ 1 +00 i2mnt/ T
Tenemos: e 0(t=nT) =337 "" e .

Luego,

+o00 1 +o00 ]
]-'{ 3 5(t—nT)}(f)—T > F{ermTy

n=—o0 n=—o0

1 +oo oo )
— ? Z / el27rnt/Te—127rftdt
—o0

n=—oo

1 & e
_ - Z / eleW(ffn/T)tdt
T —o0

1 n:;oo n
=7 X o(r-7)

La TF de un peine de dirac de periodo T, es otro peine de Dirac de
periodo 1/T.
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