LENGUAJE P

Definimos un lenguaje simple pero con poder expeesi
suficiente para ser un modelo de computabilidad.

P es un lenguaje imperativo con cantidad minima de
construcciones. Lo definiremos dando :

1) La sintaxis dé&
2) La semantica de

3) La pragmatica de

SINTAXIS DE P
Para presentar la sintaxis Eeitilizaremos BNF (Backus-Naur form)
<prog> ::= PROGRAM (<var>) <sent> RESULT (<var>)
<var> := X<numero>
<numero> ::= <digito> | <digito><numero>
<digito>::=0]1]...]19
<sent> ::= <assign> | <while> | <sec>
<assign> ::= <var> := <expr>
<expr>::= 0 | SUC(<var>) | PRED(<var>)
<while> ::= WHILE <cond> DO <sent> END
<cond> ::=<var# 0

<sec> = <sent>; <sent>



Definiremos la siguientésintaxis abstracta” :

ntn
*Var Eq:
var(n)d Var
xt Var
* Cond Ep:
x# 00 Cond
* Expr B : 00 Expr
xJ Var
Eo:
suc(x) Expr
x O Var
E3:
pred(x) Expr
xUVar el Expr
* Sent H:
assign(x,e)] Expr
t0 Cond dJ Sent
Eo:
while(t,c)l] Sent
cL U Sent ¢ [ Sent
E3:
sec(g,cp) O Sent
x,yd Var cO Sent
* Prog g :

prog(x,c,yy] Prog

Ahora es facil definir funciones sobre este nuewojunto, a los
efectos de resolver problemas de caracter sintéctic

13



Ejemplo :
Especificar una funcidbn que cuente cuantas vepeseee la
variablen en un programa.

cant-vecesN x Prog— N

cant-veces (n,prog(x,c,y)) ¥ar(n.x) + fSentn,c) + fvar(n.y)

fyvar(n,var(m)) = 1sin=m
0 en otro caso

fsenfn,while(t,c)) = tondn.t) + fsentn.c)
fsentn,assign(x.e)) =\far(n,x) + fExpr(n,e)

fsentn,sec(c,d)) =denfn,c) + fsentn,d)

fcondn,Cond(x)) = 7ar(n.x)

fExpr(n,0) = 0
fExpr(n,suc(x)) = {/ar(n.x)

fExpr(n,pred(x)) = ¥/ar(n.x)

Esta funcion es, entonces, claramente computable.

Similarmente, se pueden especificar funciones como

max-var-num : Prog- N

computa el mayor nimero de variable utilizada eprograma

cant-sent : Prog- N

computa la cantidad de sentencias de un programa

13



En lo que sigue del curso, utilizaremos tanto lpresion concreta en P
como la expresion en sintaxis abstracta en losnem@ntos sobre
programas en P.

SEMANTICA DE P
Presentaremos una semantica operacional Par8e dara un
conjunto de reglas precisas para determinar comevaliada cada
categoria sintactica.
Las reglas van a ser de la forma :

1) F=>F

gue selee FevallaenF

G =061 ... G=>GCG4

F=F

que selee FevallaenF
si Gevallaen G’

y Gevallaen @’

Como P es un lenguaje imperativo, serd necesario defair
memoria de trabajo del programa. Dicha memoriaieoatel valor de
cada variable en un momento dado, o sea, el "éstado

Caracterizamos el estado como unacion parcial entre las
variables y los valores. Se tiene entonces:

o 0 Estados : Var- N
donde
o ={<varp, valon >,...}

Sobre el conjunto de estados, se van a hecesgarmkraciones :

e valor_de : Var x Estados N
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e actualizar : Var N x Estados- Estados

Para simplificar, se introducira el esta@o, para el cual toda
variable tiene el valor 0.

Definiciones: * valor_de(xg) = o(x) el valor que toma x en el
estado

* actualizar(x,ng) =o” donde
o(y)=n six=y
o(y) en caso contrario

*Q(x)=0 0Ox0OVar

Abreviaciones: * 0[x — n] = actualizar(x,ng)

*0o[x - n,y- m]=(0[x - n)ly - m]
Notar ques[x — n, X - m] =o[x - m]

Para describir el valor de una expresion, neagasgaconocer en
cual estado estamos. Describimos el valor por magliona combinacion
de la expresion y el estado

<eon>

De la misma forma, se describe el valor de unaeser#, una condicion
y un programa por :

<c,0>,<Uu0>Yy <pn>
donde, en el Ultimo caso, n es la entrada.

Estamos ahora en condiciones de definir las rexgless computar.
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Comenzaremos por los programas.

<cQ[X - n>=0a
[P]

<prog(x,c,y), n=> a’(y)

donde x, y(OVar,cOSent, 1IN y Q,c" 0 Estados

Para las sentencias, tenemos tres diferentes gocistines y por lo tanto,
tres casos:

<gg>=n
* Asignacion : [A]
<assign(x,ey> = o[x - n]

donde los valores para las expresiones estan diefimor las siguientes
cuatro reglas :

*[E1] <00>=0

*[E2] <suc(x)o>= sucE(x))

*[E3] <pred(x)g>=0 sio(x) =0

* [E4] <pred(X)g>=n sio(x) = suc(n)

<cpg>=0 <do>=a"
* Secuencia : [S]
<sec(c,dg>= o"

e While : <tg> = Falso
11 [w

<while(t,c)p> =0

<tg> = Verd <cp> = 0 <while(t,c)pg’> = o"

[wol

<while(t,c)p> = 0"
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* Condicion : *[V1] <cond(x)p>= Falso si(x) =0

*[V2] <cond(x3>= Verd sio(x) =;/0

Definicién :

Decimos que hemos realizado una prueba para langiea de un
programaP cuando construimos un arbol de derivacién, coexfaresion
para el valor del programa como consecuencia {(gmal"la base") y sin
premisas por demostrar.

Ejemplo :
[E2]
<SUCXR[X 1> = 2
[A]
<ASSIGN(X,SUC(X)RQ[X - 1]> = Q[X -2]
[P]

<PROG(X,ASSIGN(X,SUC(X)),X),1>= 2

Tenemos entonces un método para construir pruesaecto al
resultado (salida) de un programa dada la entrada.

Este método nos permitirA demostrar que un pragranmputa
efectivamente una funcion dada.

Seremos mas precisos en la nociorcdmputable.
Definicion : Se dice que uR-Programa computa la funcién parcial

P[Q] :N - N
donde

P[Q](m) =nsidn ON/ <Qm>=n
P[Q](m) es indeterminado en caso contrario

Definicion : Una funcion parcial : N - N esP-computable, sii existe un
P-programa que la computa.

Aplicaremos la tesis de Turing-Church, y diremog gi algo es
computable, entonces Bscomputable.
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Definiciéon : Una computacion d€ con una entrada converge, Si

Om ON) <Q,n> = m

lo cual es denotado :

<Q,n_>¢ o simplemente @,n> |

En caso contrario, se dice qdieerge , y se anota de la siguiente
manera :

<(i1> 1 o simplemente @,n> 1

Ejemplo :
Presentaremos un ejemplo més complejo, a lososfelet mostrar
como se trabaja con esta técnica.

¢ Qué funcion computa el siguiente progréfa

PROGRAM(X0)
X1:=0;
WHILE X0 =;/ 0 DO
X1 :=SUC(X1);
X0 := PRED(XO0)
END
RESULT(X1)

Como sélo X0 y X1 son usadas, se introduce la imtac
d(x,y) = Q[X0 X, X1-Y]

Asimismo, llamamos:
c al cuerpo del programa
¢’ al while
c” a la sentencia interior al while
y para simplificar las cosas, supondremos queeyaos demostrado :
Lemal:

OxyON) <c'@(s(x)y) > = ® (x,s(y))
(se prueba derivando la seméantica de c”,

partiendo de un estad[X0 - x, X1-Yy])

Probaremos ahora :
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Lema 2 :
Oxy)ON <c'®P(xy)> = (0, x+y)
Probaremos este lema por induccion en x.
Paso Basex =0

Entonces por V1 y W1 se cumple que :

[Vi]
<X0£0,9(0,y)> = Falso
1] W
<cP(0y)> = @ (0y)
@(0,y) =®(0,x+y) , por lo tanto el lema es valido para x=0.
Paso InductivoSea x = s(n).
Hipotesis inductiva:[ly [ON) <c”"@(n,y)>= ® (0,n+y)
Por V2 se tiene (A):
V2]
<X0z0,®(s(n),y)> = Verd.
PorelLemal (B):
afllem
<c"®(s(n).y)> = ®(n,s(y))
Por lo tanto;
[HI]
(A) (B) <c®(n,s(y)) = @(0,n+s(y))
w2] |

<c’ ®(s(n),y)> = P(0,n+s(y))

Pero®(0,n+s(y)) =®(0,s(n)+y) , entonces el lema se cumple paramodo
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El resto es simple :

[E1]
<0Q[X0 - x]>=0
[Lema2]
<X1=0Q[X0 - x]> = P(x,0) <c’'®(x,0)> = P(0,x)
[S]
<X1:=0; c'Q[X0 - X]> = D(0,x)
[P]

<c,x>= P(0,x)(X1) =x

Por lo que se concluye que c es la funcion idedtida

Ejercicio 1.-

Sea NxN ={(0,0), (0,1), (1,0), (0,2), (1,1R,0), ... } el conjunto de pares de naturales,
ylafuncién J: & - N definida por : J(m,n) = 1/2(m+n)(m+n+1) + m

a) Es J inyectiva ? Sobreyectiva ? Demostrar

b) Construir 2 funciones K:N Ny L:N - N, tales que-3(n) = (K(n),L(n))

Ejercicio 2.-

Definir las siguientes funciones sobre programas P

mav-var-num : Prog- N
computa el maximo nimeeovdriable utilizada en un programa

cant-sent : Prog N
computa la cantidad deesecias de un programa
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Ejercicio 3.-
Indicar qué funcién computa el siguiente prograbemostrar.

PROGRAM (X0)

X1:=SUC(X0);
X1:= PRED(X1);
X2:=0;

c{ [WHILE X1# 0DO
[ X2:=X0 +X2;
¢ {Xl:: PRED(Xl)}
END
RESULT (X2)

Se sugiere utilizar la siguiente abreviacion :
@ (x,y,2) =Q [X0 - X, X1 - vy, X2 - Z]

Suponer conocido el siguiente resultado :
Oxy,z <cP (x,s(y),2)>= @ (X,y,2+X)

Ejercicio 4.-
Escribir programas en P que computen las siguiénbtesones:
i f(x) = 2x

i. f(x)=x-4six>4,
f(x) = 0 en caso contrario.
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