CONJUNTOS RECURSIVAMENTE ENUMERABLES.-

Def.- Un conjunto Al N es recursivamente enumerable (r.e.) si

A=1 0]
existe una funcion P-computable, sobreyectiva) tot
efiN-> A

Esto significa que por medio de una maquina podemrcontrar todo
elemento del conjunto contando :

ef(0), ef(1), ef(2), ...

Si deseamos demostrar que un conjunto A es cebigsos un program®
EFA que:

1) Siempre termina
2) El resultado esta siempre en A
3) Todo elemento de A es el resultado de <EFA,ma plgiin n
Decimos que EFAenerael conjunto A

Algunos conjuntos r.e. :
-N
-{nON/nesprimo}
- conjuntos definidos inductivamente
- lenguaje generado por una gramatica

A partir de la definicion se deduce inmediataraent

Teorema 1- Un conjunto r.e. es numerable.

Teorema 2- La union y la interseccion de dos conjuntosesstambién r.e..
Dem.- Lo demostraremos para la union.

Are.,Bre. - AUBesr.e.

- Si ambos conjuntos son vacios, la union es waséacumple por def.

- Si uno de los dos conjuntos es vacio, la unidénoode con el otro, y es r.e. por
hipotesis

- Supongamos que ninguno de los dos conjuntosas va

Como A esr.e., existe EFA : N A, sobreyectiva total



Como B esr.e. , existe EFB : N B, sobreyectiva total
Construiremos un programa para EF(AUB)

PROGRAM X0)
X1 := X0 MO 2;
X2 := XO DV 2;
IF X1 /= 0 THEN

X3 := EFA(X2)
ELSE X3 := EFB(X2)
FI
RESULT( X3)

Observemos que para el programa anterior se cumple
1) Siempre para

2) El resultado esta en A 0 en B, 0 sea, esta 6rBA

3) Consideremos un elemento cualquiera x de AU B

-x[O A, existe nt.q. EFA(n) = x, se cumple :
EF(AUB)(2n+1) = x

-x[O B, existe mt.qg. EFB(m) = X, se cumple :
EF(AUB)(2m) = x

Por lo tanto, AU B esr.e..

Ejercicio.- Demostrar el resultado para la intecgat

- Un conjunto numerable y no r.e.

La mayoria de los conjuntos numerables que hensts son también r.e..
Consideremos un conjunto que no lo es :

TOT={i 0N/ es total }

TOT es numerable, ya que esta contenido en elictingle programas.
Teorema 3- TOT noesr.e.

Dem.- Supongamos que TOT es r.e. Claramente TGdsnacio, entonces debiera
existir una funcién de enumeracion :



EFTOT :N- TOT

Consideremos la siguiente funcién :
g(x) = EFTOT(X)(x) + 1

g es computable, ya que EFTOT lo es
g es total , por razén similar

pero g difiere de toda funcion en la enumeracpbr €onstruccion, difiere
en al menos un valor)
Por lo tanto, no puede existir EFTOT, TOT no es r.

Teorema 4- Un conjunto A es r.e. sii existe una funcidmeuitable, parcial
f:N-> N, tal que A = dom(f)

Dem.
=) Supongamos que A es r.e., existe una funciénndeneracion f : N> A, con
macro EFA

SiA=®, feslafuncion vacia

En caso contrario, considerar :

PROGRAM X0)

X1 := 0;

VWHI LE EFA(X1) #£X0 DO X1 := SUC(X1) FI
RESULT( X1)

Claramente este programa entra en loop sii laéatno pertenece a A.
Seaf la funcion computada por este programau8wple : dom(f) = A.

[0 ) Sea f: N> N, computable, dom(f) = A
Sea q el indice del programa que computa f

SiA=0, Aesr.e. por definicion
Supongamos A [1 , all A, consideremos el siguiente programa :
PROGRAM <X1, X2>)

X3 : = EVAL- PROG STEP (q, X1, X2);

|F FST(X3) # 0
THEN X5 : = X1



ELSE X5 : = a
F
RESULT( X5)

1) Este programa siempre para (recordar que ewghHgtep siempre para)

2) El resultado esta en A. En efecto, el resulislo o bien a que pertenece a A, 0
bien, un elemento de dom(f). (por definicion, Ix¢gmputa f).

3) Para todo elemento de A existe alguna entraddoggenera.

En efecto, si X1 A, x 0 dom(f), existe un natural m tal que Ix(q) paranfeca x en
a lo sumo m pasos. El programa anterior, con eatagdn>, da como resultado x.
Este resultado nos lleva a otro modo de caractarizaonjunto r.e.

Teorema 5- Un conjunto ALI N es r.e.

sii existe una funcion P-computable
fa 1 N = N definida por :

fax) = 1 sixOA
indefinida en caso contrario

Dem.-
=) De acuerdo al teorema anterior, existe una éumgj tal que

A= dom@pqy Entonces el programa :
PROGRAM X0)
X1 : = EVAL- PROG (q, X0);
X2 =1
RESULT( X2)

computa la funciong

[0) Inmediato de acuerdo al teorema anterior

CONJUNTOS DECIDIBLES

Def.- Un conjunto A es decidible si su funcién cardstera Gy, es computable.

Ca(x) = 1sixOA
0 en caso contrario



Teorema 6- Si Ay B son decidibles, también lo son :
C(A) (complemento de A)
AUB
AnB

Dem.- Es inmediato construir los programas que cdamp las funciones
caracteristicas en cada caso.

Teorema 7.-Todo conjunto decidible es r.e..

Dem.- Sea A decidible, q el indice del programaapraputa G,
Considere el siguiente programa :

PROGRAM X0)
X1 := EVAL- PROG g, X0) ;
WH LE X1 = 0 DO SKI P END
RESULT( X1)

la funcidon que computa vale 1 siXA y es indefinida en caso contrario. Por el
teorema 5, Aesr.e..

Sea K={iN/<Ix(i),i> | }
Teorema 8- K es r.e. pero no es decidible

Dem.-
1) K no es decidible

ck@) = 1 si <Ix(i),i> |
0 en caso contrario

es la funciord , que sabemos que no es computable

2)Kesr.e.
Consideremos el siguiente programa :

PROGRAM(XO0)
X1 := EVAL-PROG(XO,XO);
X1:=1

RESULT(X1)



La funcién que evalla vale 1 sikK y es indefinida en caso contrario. Por
teorema 5, K esr.e.

Existe una interesante relacion entre conjuntasdddes y conjuntos r.e.,
gue se establece en el teorema siguiente :

Teorema 9.- Si Ay C(A) (complemento de A) son ambos r.atpaces ambos son
decidibles.

Dem.- SiA=® o0 A=N, inmediato
Si no, sean MA y MCA expresiones que gamd y C(A).
El programa siguiente computa la funcion caradiesaislie A.

PROGRAM X0)
X1 := 0;
VWH LE MA(X1) /= X0 & MCA(X1) /= X0 DO
X1 = SUC(X1)
END;
| F MA(X1) = X0
THEN X2 :
ELSE X2

Fi
RESULT( X2)

Un programa analogo (cambiando la sentencia IFpcota la funcidon
caracteristica de C(A).

Como consecuencia de este teorema Yy el teoreteaeBnos que el conjunto:

C(K)={1 ON/<Ix(),>1} noesr.e.

Def.- Un conjunto | de indices(codigos de programas enré§peta funcionessi
i0ly ¢ =q implica jO 1

Ejemplos :
11 ={i0N/<Ix(@i),n>! en alo sumo m pasos } no respeta funciones

2={i0ON/@ (x)=x+1} respetafunciones



Teorema 10- (Teorema de Rice). Sea | un conjunto de indices mpspeta
funciones ytal que# [, 1#N. Se cumple que | es indecidible.

Dem.- Sea | que respeta funcione$) ij Supongamos que ningun indice para la
funcion vacia pertenece a I. (Esto no nos hacdepgreneralidad, si los indices de
la funcién vacia pertenecen a | tomamos C(1)).

Sea MH la macro en P que dado n computa el cddigp del siguiente
programa H(n) :

PROGRAM XO0)
X1 : = EVAL- PROE n, n);
X1 : = EVAL- PROJF g, X0)
RESULT( X1)
Notar que h(nd I sii <Ix(n),n>1
Supongamos que | es decidible, sea Ml una macrcaueuta ¢.
El siguiente programa :
PROGRAM X0)
X1 := MH(X0);
X1 := M (X1)
RESULT( X1)

computa la funcio® !!

Practico

Ejercicio 1.-
Sea R={XON/ [y ON)<Ix(x),y>»= K}
a) Demostrar que R es recursivamente enumerable.

b) Es R decidible ? Demostrar.

Ejercicio 2.-



¢,Cudles de los siguientes conjuntos son recursivene@umerables ?
a) {xXON/ dy(x)=1}
b) {xON/ &y #idy }

c) {x ON/ ®y = idy }

Ejercicio 3.-

Sea f(p,q) =1 silx (<Ix(p),x> = <Ix(q),x >l) (dom@p) [ dom@q) )
indefinido en caso contrario

¢, Es f computable ? Demostrar.



