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Modelo no estacionario de columna rigida

I
Hipotesis:

tuberia rigida

fluido incompresible

S
flujo no estacionario. =
V(s t) = % velocidad media
h(s,t) = $ +2z carga piezométrica
z, $ cotay presion en ¢l eje de la tuberia

T(s,t) tension rasante sobre las paredes



Modelo no estacionario de columna rigida

]
0 Balance de masa: Q1(t) = Q,(t)

0 Balance de fuerzas a un elemento de fluido, segin la direccién de s:

ma =Rp —Rt—Fg

Rp: resultante presiones

R 7: resultante tensiones rasantes

Fg: Peso

nD? dV_(_ ) nD? DA A D?
TR TR 2 T-mDAs —p-As— g.sen(a)

p-As



Modelo no estacionario de columna rigida
]

0 Trayectorias rectilineas = Distribucidn hidrostatica de presiones

0 Dividiendo por el peso:

Lav_@i-pp) 4
g dt YAS vD

— sen(a)

0 Para As tal que As 20 se cumple:

0 Sustituyendo:




Modelo no estacionario de columna rigida

0 Siendo:

av._ov 5V 0s 8V+5V V- ov. 1 ov?
dt ot 55 ‘ot ot ' os ot 2 0s

0 Sustituyendo:

1 8V 1 ov? 1 op 4t oz

g ot Zgﬁs_yésyD 0s

0 Reagrupando:

16V+8 V: p 41
g ot oOs\2g vy



Modelo no estacionario de columna rigida

6V2+p+ 4t 1 oV
os\2g vy 2=

0 Carga piezométrica: h = % +z

vVZ p
0 Cargatotal: H=—+-+2z
29 Y

0 Tension rasante que la pared de la tuberia ejerce sobre el fluido (7):

t= R, f=1(ReE)

(ecuacién vdlida para flujo estacionario)

0 Sustituyendo:



Modelo no estacionario de columna rigida
I

0 Integrando entre dos secciones 1 y 2 (Ec. de Bernoulli generalizada):

fL VIV| L Ov

h2 _— hl — . — — 0 —
| ) LD 29y 9 O
| | |
Pérdida Pérdida por Pérdida por
piezométrica friccidn inercia

Hipdtesis para las que es vdlida:
* Tuberia rigida
* Fluido incompresible
* Flujo no estacionario



Modelo no estacionario de columna rigida

Aplicaciones

]

1. Oscilacién de masa entre una presa y un tanque de oscilacion
Tanque de
oscilacién

Presa '
\"

Ea——— Ii Planla de
’ Neq.de cargq Rlezométricq bombeo
hi /N ﬁ;-——@ ”

L .
® R, (3 |

nivel de referencia



Modelo no estacionario de columna rigida

Aplicaciones
I

*  Ecuaciéon de Bernoulli generalizada entre las secciones 1 y 2:

fL VIV| L ov

D 2g g.(’?t

hz_h]_:_

. Condiciones de borde:

h1:h0

h2222+x

Siendo,
hy: nivel de la presa en 1 (constante)
Z,: cota de eje de la tuberia en 2 (constante)

X: distancia vertical desde eje de la tuberia en 2 hasta la cota del nivel de
agua en el tanque.



Modelo no estacionario de columna rigida
Aplicaciones

]
Y. B e imsin , Planla de
’ / ******** ! bombeo
h;: \ ’-\{_/,Txﬂl l%
/
g B ™ }//\/, x h,
° Conservacién de la masa: ©) ? ®
. JAr
.X'AT = V(t)A - V(t) = XI
. . _ dx
Siendo x = "
* Condiciones iniciales (en t=0):
fLVy?
x( ) = X RS 24 Z2



Modelo no estacionario de columna rigida

Aplicaciones
I

* Imponiendo las condiciones de borde:

fL VIV| L oV

D 2g g.c’?t

Zo, + X —hy = —
* Imponiendo la conservacién de la masa:

Zy+x—hyg=——" 1) 90 9 A

fL (A\° %|x| L A
D

* Ordenando:
X+ bx|x|+cx=d

] fAT gA gA
iendo, b=—; c=—: d=(hy—2)—



Modelo no estacionario de columna rigida

Aplicaciones
I

X+ bx|x|+cx=d

0 Sib # 02> No integrable analiticamente, si numéricamente.

0 Sib=0 -2 f= 0 (sin fricciéon) 2 ¥ + cx = d

Cambio de variable: X = x —% >X+cX=0

Como ¢>0, se tiene la ecuacién de movimiento arménico (masa-resorte), cuya

solucidn es:

X =M -sen(wt + Q)

gA

Siendo la frecuencia de este movimiento: w = +/c = ”
T



Modelo no estacionario de columna rigida

Aplicaciones
I

e Condiciones iniciales en términos de la nueva variable X:

x(t=0)=x0=h0—22—>X(t=O)=0

* Imponiendo las condiciones iniciales:

=0
V,A

- Arw




Modelo no estacionario de columna rigida

Aplicaciones
]

0 L= 5000m w = 0.01 hz

o A/AT=005=1/20 W)  T=2T1/w=634s
0 Vo=1.5m/s M=75m

=
o

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

X (m)
o & A N O N ~ O

=
o

tiempo (s)




Modelo de columna rigida no estacionario

Aplicaciones:
I

2. Tanque unidireccional

r

TANQUE
UNIDIRECCIONAL

TUBERIA DE DESCARGA DEL
TANQUE A LA LINEA

Valvula




Modelo de columna rigida no estacionario

Aplicaciones:
]

Ecuaciéon de Bernoulli generalizada entre las secciones 1 y 2:

fL VIV| L oV

hZ_hl:_D 29 g.ﬁt

Condiciones de borde:

— x
—_ 0 TANQUE
1 UNIDIRECCIONAL

h, = h(t)

TUBERIA DE DESCARGA DEL
TANQUE A LA LINEA

Condiciones iniciales:

Vit=0)=0



Modelo de columna rigida no estacionario

Aplicaciones:
]

B R o fL VIV L oV
2 " D 2g9 gat

e Otras hipdtesis: o |
| TSR PERCANOADE v
a3 - — retencién
Se desprecia la friccién (f = 0). iy - N
’ \/’PI{JNCIPAL
2)
h(t) = hy — at, cona >0 : /
* Imponiendo las condiciones de borde y estas hipotesis:
L dQ
Ag dt
* Integrando:
Ag at?

"L 2



Modelo de columna rigida no estacionario

Aplicaciones:
I

* 2Cudl es el tiempo que tarda el tanque en suministrar un caudal Q42

. 2L

= |adg Qo
Q,= 0,3 m3/s
o =10m/s y =165
L=20m Ah = 16ém

A = 0,05m?



Modelo no estacionario de columna rigida
I

Hipotesis habituales:

> Fluido incompresible
> Tuberia rigida

- Perturbacion en el flujo (no estacionario)

Ax L AX
— 1

Transmision éinstantanea?



Modelo no estacionario de columna rigida
I

Hipotesis en flujo NO estacionario:

» Tuberia eldstica: A(p)
» Fluido compresible: p(p)




Modelo no estacionario de columna rigida
I




MODELO NO ESTACIONARIO EN
TUBERIA ELASTICA Y FLUIDO
COMPRESIBLE

Transitorios Hidraulicos en Tuberias a Presion




Modelo no estacionario de tuberia eldstica

y fluido compresible
I

0 Hipotesis:
Flujo no estacionario
Tuberia eldstica
Fluido compresible S

=> p(p) , Alp) , p(s,t), v(s,t)

0 Otras hipétesis:

. Dls'rrlbUC|on de velocidades uniforme, igual a la velocidad media:

V(s,t) =2

* Trayectorias rectilineas, distribucién hidrostdtica de presiones en la
seccion, carga piezométrica constante en la seccién: h(s,t) = ? + z



Modelo no estacionario de tuberia eldstica

y fluido compresible
I

0 Incédgnitas:

p(p) , Alp) , p(sit), vist)

1 Ecuaciones:

Conservacion de la masa
Ecuacidon dindmica
Ecuacidn constitutiva de compresibilidad del fluido

Ecuacidon constitutiva de elasticidad de la tuberia



Modelo no estacionario de tuberia eldstica

y fluido compresible
I

A+0A/OX . OX

Conservacion de
masa A 77
A I AN 4
7 peurs

S A AN ov
70000077 V+6—5X
X

SM:jpdV ////////
4 2

////// 727 ptap/ox . OX

Masa saliente menos
masa entfrante

Variacidon de la masa
dentro del volumen
de control



Modelo no estacionario de tuberia eldstica

y fluido compresible
I

A+dARX . OX

Se desprecian términos en (0x)? y (0x)3 M

/!
77/ / 7
L0000/ P PR 8x

/]
/. /.
7770777770007 VOV LB

N
\\\
NN
N
NN
N

N
N
Y

A
JI00000007000
70000000000000700070007077) pr aplaX . X
7 0700 77007

P A Al
A ////////////////

ler término: <¢J

2
gjpde 9 p(2A+a—A5xJ§ _0 pA5x+paA5x =ap-A-5x+p-aA-&<
ot e ox 2 ox 2 ot

ot

2do término:

IP.(;.H).dA: p+@.5x A+6—A.5X V+@.5X —p.Av=
0X OX o

X
Sve.

p.A.V+p.A-@.5x+p.a—A.5x.VwLp.a—A.@-5X2 +@.5X-A°V+@.6—A.5X2 v+ o .aA.GV
OX OX OxX Ox Ox OxX Ox Ox Ox OX

Ox” —p.Av



Modelo no estacionario de tuberia eldstica

y fluido compresible
I

Se desprecian términos en (Ox)? y (0x)3

ler término:

0 ap OA
— | pdV= —-A-0x+ - 0K
o J v ot P o

2do término:

j p(v.n) dA—Ap% Ox+ p\/% 5x+Aij5x

Sve

Sustituyendo:

Aap 5X+%p5x+Ap@5x+pV%5X+AVa—p5X 0
ot ot OX OX OX



Modelo no estacionario de tuberia eldstica

y fluido compresible
I

Dividendo entre A.0x (por unidad de masa) :

Reagrupando:

Incognitas: p, A,V



Modelo no estacionario de tuberia eldstica

y fluido compresible
I

Por las hipotesis de compresibilidad del fluido y elasticidad de la tuberia, se
tiene que:

p=plpxt)] 2> dp_dp.dp

dt  dp dt
A=A[p(xt)] 2 dAszdp
dt dp dt

Sustituyendo y reagrupando:

dp pdd v _dpdp pdddp av_dp(dp pdAjw@:O
Oox

it adr P dpdar Adp dr Cox dr

dp A dp



Modelo no estacionario de tuberia eldstica

y fluido compresible
I

Ecuacion de conservacion de la masa:

(@+vap) dp+'0dA +p@ =0
o0 ox)ldp Adp OX

*  Flujo no estacionario
*  Fluido compresible
* Tuberia eldstica



Modelo no estacionario de tuberia eldstica

y fluido compresible
I

++» Ecuaciones constitutivas

Para el fluido: d_p:E
d K
K (kg/m°)x107®
Presion (kgf/cm?) 0°C 20°C 49°C 93°C
1 2.080 2.243 2334 2172
100 2.109 2.320 2.545 2.242
1000 2.672 2.883 2.995 2.847

p,: densidad de referencia
K: modulo de compresibilidad volumétrica del fluido



Modelo no estacionario de tuberia eldstica

y fluido compresible
I

s Ecuaciones constitutivas

R _ ¢

dp
C = C(espesor, Radio, E (modulo elasticidad), v (coeficiente de Poisson),
tipo de amarre de la tuberia)

Para la tuberia:

7
\/ -~
- _)"’
-
o, lension fongzacial O, fersion cxial (depende de los condiciones de amcrre )
. . . ’ .
o) Presidn interior Kual @ b) Preslon interior mayor en Ap

lu presidn exterior que lo preside exterior



Modelo no estacionario de tuberia eldstica

y fluido compresible
I

Descripcibn de la conduccidn Valor de C
1. Pared rigida cC=20
2, Pared elistica, delgada R2
y con frecuentes juntas C = To
de expansidn ]
3. Pared elascica, delgada RZ
e 1npedida de moverse C = -EE-(l-—\Jz)
Jongitudinalwente
_ : o R
4., Tianel sin revestimiento C = = (%)
R2
5. Tinel revestido de acero C = (*)
2RG+Ee
* €= Eg/2(1+V.); Ep, V. son las constantes
ela LlCdJ de la roca que rodea al tdnel




Modelo no estacionario de tuberia eldstica

y fluido compresible
N
Conservacién Masa: (5p+vﬁpj(dp+pdAj+ ov _0

- : dp p

Constitutiva fluido: b K
dR

. ° , — C
Constitutiva tuberia: dp

Sustituyendo ecuaciones constitutivas en el segundo factor del primer sumando de
la ecuaciéon de conservacion de la masa:

@+£% - £y '022.R.7z@ = p(i-FEj
dp Adp K 7R dp K R




Modelo no estacionario de tuberia eldstica

y fluido compresible
I

s Hipodtesis (fluido levemente compresible): A,O <<1
Ao

p _putAp_, Ap
Lo Lo Lo

~l= p=p,

+* Sustituyendo:

** Definiendo CELERIDAD:
[@l=m/s a =




Modelo no estacionario de tuberia eldstica

y fluido compresible
I

dp  pdA ( 1 2cj 1
Sustituyendo: +— =p| —+—| = —
dp Adp K R a
Ecuaciéon de conservacion de la masa: a_p 4y ap . 12 + IO@ —0
ot ox ) a Ox
| [,
ol | o

Hipétesis (variaciones temporales rdpidas):

Ecuacidon de conservacidon de la masa: (




Modelo no estacionario de tuberia eldstica

y fluido compresible
I

AD
Hipotesis (tuberia ligeramente eldstica): —<x1
D,
A= A, °

O(x,t)=v(x,t)- A
h(x,t) =~ z(x)+ p(x.1)

Recordando ademads: 4

Sustituyendo en ecuacién de conservacion de la masa:

o0 g.A oh
+E8- — =
ox a o

0



Modelo no estacionario de tuberia eldstica

y fluido compresible
I
SISTEMA DE ECUACIONES QUE GOBIERNA EL FENOMENO:

Conservaciéon de masa a A @h
+ Ec. Constitutiva del fluido :> Q g

2
+ Ec. Constitutiva de la tuberia: ax A at

=0

Vdalida para: Tuberia ligeramente eldstica, fluido levemente compresible, variaciones

temporales rdpidas. 8 Q Q
Ecuacion Dindmica: :> Q ‘|‘gA— -|‘f— — O

K80 = f.p V? ot ox 2D.A

f se define por:

(tensidn rasante para flujo estacionario)

INCOGNITAS: Q(x,1), h(x,t)




Modelo no estacionario de tuberia eldstica

y fluido compresible

]
Sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas

parciales de primer orden.

Para resolverlo se deben conocer ademads:

. Condiciones Iniciales: 9 =0(s,0)
h=h(s,0)

- Condiciones de Frontera: Caudal o carga piezométrica o una
relacién entre ambos, en los extremos de la tuberia y para todo t.



Modelo no estacionario de tuberia eldstica

y fluido compresible
I

Caracteristicas del sistema de ecuaciones:

* Sistema de dos ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de primer orden.
* Variables independientes: distancia x y el tiempo f.

* Variables dependientes: carga piezométrica h y el caudal Q.

* Pardmetros del sistema: a4, p, f y D. Se asumen constantes con el tiempo, pero
suelen variar por tramos a lo largo de la tuberia.

* La celeridad a depende, fundamentalmente, de la elasticidad de la tuberia y de
la compresibilidad del fluido.

* El coeficiente de friccidon f generalmente varia con el nimero de Reynolds, sin
embargo se asume constante de forma de simplificar la solucién al sistema.



Sistema lineal: caso SIN FRICCION (f=0)
N

Sistema de ecuaciones:

Cambio de variable: n=x+at;, e¢c=x-at

th
- Q(nlg)a h(ﬂ;S) I (x1)

x—at=¢




Sistema lineal: caso SIN FRICCION (f=0)
N

n=x+a.t; &= x-a.t

00 00 90
0x on  de

0
00 _ 30 30
01 on 0¢&




Sistema lineal: caso SIN FRICCION (f=0)
N

9 gd 0 gd \_
Sustituyendo en las ecuaciones: ;(Q-I_a h)Tag (Q' a_h)_ 0
A A
S—(0+5%h)- (0~ = h)=0
on a 0¢e a
( » )
Sumando ambas ecuaciones: g—n(QﬂLg—h )=0
< >
Restando ambas ecuaciones: G_(Q_ ‘ﬂh) —0
o¢ a J

—  Nuevo sistema de ecuaciones.




Sistema lineal: caso SIN FRICCION (f=0)
N

Solucidén al nuevo sistema de ecuaciones:

Q+gA hzz[F(a)wj]

a

0- gihzzlc;(q)wj |

A

Sistema lineal algebraico

Incégnitas: Q(n,€), h(n,€).

F y G son funciones arbitrarias, y C, y C,’ son constantes arbitrarias, que quedan
determinadas por las condiciones iniciales y de frontera.



Sistema lineal: caso SIN FRICCION (f=0)

1 |
Despejando Q y h se obtiene: QZF(E ) +G(’?)+AI

a

hgj[F(a)— G(n)]+4,

Deshaciendo el cambio de variable: 7 = X+a.t; &= X-a.t

Q—Qy=F(x—at)+G(x+ at)
h — hy =;LA[F(x—at)—G(x+at)]

Donde: Al — Cl ~+ C{ — QO Y A2 —_ (Cl - C],_)a/gA —_ h’O

F, G, Qo y ho se obtienen de las condiciones iniciales y de frontera para cada caso.



Sistema lineal: caso SIN FRICCION (f=0)

]
Interpretaciéon de la solucién
F(e) =1 0 < ¢ <&
F{:}l | F(e) = 0 €1 < €
i AT
| A

&) ) &

= & e g

l=l2

=1,

t=0

s i
Reclos de evenlos simulioneos
S - O‘ = €p

i

/ a1z

/

7T f

/

V' 7 77

o



Sistema lineal: caso SIN FRICCION (f=0)
]

Interpretacion de la solucién

i

L




Sistema lineal: caso SIN FRICCION (f=0)
N

Interpretaciéon de la solucién

0 F(s-at): desplaza la funcién F en t en el sentido de
las s crecientes.

0 G(s+at): desplaza la funcion G en t en el sentido de
las s decrecientes.



Sistema lineal: caso SIN FRICCION (f=0)
]

2 Movimiento de las ondas F y G en la tuberia:




Velocidad de la onda: Celeridad
e

Interpretacion fisica de a

a: (Celeridad»

es la velocidad de propagacién de la perturbacién

0 Es una onda de sobrepresion cuando hay compresién del liquido.

0 Es una onda de depresién cuando el liquidos se descomprime.



Velocidad de la onda: Celeridad
-—

a = 1 2C Para agua fria: K= 2,04 .10 Pa
o) p = 1000 kg/m?3
1( R
Descripcifn de la conduccidn Valor de C
1. Pared rigida C=20
2, Pared eldstica, delgada 2
) , R
¥ con trecuentes juntas L = ==
de expansidn Ee
3. Pared eléscica, delgada 9
SRS : R
e 1npedida de moverse C = —(1l-v°
Jongitudinaluente ke
’7
Tuberia de pared delgada con q— Po
frecuentes juntas de expansion: \ + = KD
E e




Velocidad de la onda: Celeridad

Tuberia rigida: a4 = \/E = 1430 m/s
P

Tuberia de pared delgada con frecuentes juntas de expansidn:

Para agua fria: K=2,04.10° Pa

p = 1000 kg/m? : 1430 %

a -
\/ 2,04 GPa D
1+ .
Material E (GPa E €
Aceros 200-210
Fundicion gris @5 - 140
Fundicién nodular 170
Hormigén 14 - 30
Hormigén armado, encamisado 39

PVC 2,4 -3



Velocidad de la onda: Celeridad
e

Otros valores de C

Descripcién de la conduccidn Valor de C
1, Pared rigida C=20
2, Pared elistica, delgada R2
y con frecuentes juntas C= To
- - de
de expansidn
3. Pared eldstica, dclgada R

e impedida de moverse C = =—(1-v?)

Jongitudinalmente Ee
- : bl R
4. TOnel sin revestimiento C = 5 (*)
R2
5. Tinel revestido de acero Clm 2 (%)
2RG+Ee

* G = E/2(14V.); Ep, V, son las constantes
elasticas de la roca que rodea al tdnel




Velocidad de la onda: Celeridad
e

Influencia del contenido de aire en la celeridad

Teoria:

Fluido: liquido con burbujas de gas uniformemente

distribuidas, entonces: _
! VT otal ~— I/ll'quia’o + Vgas
V: volumen
Un Ap tiene asociado un AVtotal, tal que: AV = AV;{quidO + AVgaS

A

[gz'qufab =

El médulo de compresibilidad para el liquido, el gas y la Azzqwdo/%qwdo
mezcla liquido - gas es por su definicién, K - N
ti te: o
respectivamente AVgag/ng
A

K=
A total/Vtvotal



Velocidad de la onda: Celeridad
]

Influencia del contenido de aire en la celeridad

Combinando las ecuaciones anteriores: Klqmdo

_1+(Vgas/ Vi) Ko Koo =)

Si se asumen tuberia rigida: a= 1/%

La densidad de la mezcla liquido — gas se puede estimar como:

V + p ll'quidoV

gas’ gas liquido

7

total

De las ecuaciones anteriores es posible obtener la celeridad para la
mezcla liquido — aire.




Velocidad de la onda: Celeridad
e

Influencia del contenido de aire en la celeridad

D
+}
1,250
(s o]
@ Experimental
o]
1 o == Theory
1,000 F—0- Static pressure 47 psi
. . i 324 kPa
Experiencia Vs teoria ?
2
5750
2
E &
£ 500
= ° N
e} '\
250 ° o=
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

¥, ¥ %



