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Probabilidad

» Un espacio de probabilidad esta determinado por la terna (2, F, P).
Q es el espacio muestral o universo de sucesos elementales, F el
conjunto de sucesos de 2 (sigma &lgebra) y P: F — (0,1) (una
funcién de F en los reales).

» La probabilidad es un instrumento de medida que permite cuantificar
la incertidumbre en la ocurrencia de los sucesos.
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Probabilidad condicional

» Def: La probabilidad condicional de E dado F es

P(ENF)

P(E|F) = =@

» Ley de probabilidad total

oo

P(E)y=P <G[E N F,-]) = i P(ENF) =) P(E|F)P(F)

Fi, i=1,2,... es una particién de Q (posiblemente infinita), de
conjuntos son disjuntos ( = F; N F; = () para i # j) y que cubren el
espacio ( = U, F = Q)
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Regla de Bayes

» Regla de Bayes
P(F | E)P(E)

P(E|F) = G

La regla de Bayes permite la inversion temporal o de causalidad. Si
F (futuro) viene después de E (pasado),

= P(E| F), prob. que el pasado (E) haya visto el futuro (F)
= P(F | E), proba. que el futuro (F) corresponda al pasado (E)
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Independencia

» Def: los suceso E y F son independientes si P(EN F) = P(E)P(F)
= Sucesos que no son independientes son dependientes

» De la definicién de probabilidad condicional

PE|F) = T = R = PLE)

Intuitivamente, conocer F no altera nuestra percepcion sobre E, F
no contiene informacion sobre E. El reciproco también es cierto:

P(F|E) = P(F)
» Def: Los sucesos E;, i = 1,2,... se dicen mutuamente
independientes si
P (ﬂ E,-) =[[PE)
icl i€l
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Variable aleatorias (VA)

» Def: Una VA X(w) es una funcién que le asigna un valor a un
suceso elemental w € Q
= Podemos pensar en VAs como medidas asociadas a un
experimento

» Las probabilidades de las VAs se infieren de los sucesos elementales
subyacentes

P(X(w)=x) = P{w € Q: X(w) = x})
P(X(w) € (—o0,x]) = P({w € Q : X(w) € (—o0,x]})

» Ejemplo: La funcién indicatriz de un suceso es una VA

Sea w € Q una realizacién, y E C Q un suceso

e={ 5 4256

= Indica que la realizacién w pertenece al conjunto E, tomando
el valor 1
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Variables aleatorias discretas

» Las VA discretas toman, a lo sumo, un conjunto numerable de
valores

Estan completamente caracterizadas por su Funcién de (masa de)
probabilidad o probability mass function (pmf) px(x) = P(X = x)

o03f

> Si X tiene soporte {x1, X2, ...}, su pmf ‘
satisface
(i) p(xi) >0parai=1,2,... ‘ |
(i) p(x) = 0 para todo x # x; L1,
(i) 3%, p(x) = 1 |

» Funcién de distribucion (acumulada) (cdf)
FX(X) = 'D(X < X) = Ei:x,-gx p(Xi) osf
= Funcién creciente con saltos en x; ol

o B @ B B 10
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Variables aleatorias continuas

» Los valores posibles que toman las VAs continuas X forman un
subconjunto denso X C R
= Cantidad infinita de valores no numerables

» La funcién de densidad de probabilidad
(pdf) fx(x) es tal que para cualquier 04
subconjunto X C R

P(X € x) :/ fx(x)dx o

= Tenemos P(X = x) = 0 para todo
xeX

» La cdf definida como antes y relacionada a
la

X 02

Fx(x) = P(X < x) =/ fi(u) du

—00 -3 -2 - 0 1 2 3

= P(X < 00) = Fx(00) = lim Fx(x) =1
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Valores esperados

» Se nos pide que resumamos la informacién sobre una VA en un Gnico
valor,

= jcual deberia ser ese valor?
» Si se nos pidiera una descripcién con unos pocos valores,
= jcuales deberian ser esos valores?

> Los valores esperados (medias) son respuestas convenientes a estas
preguntas
» Atencion: Las esperanzas son descripciones condensadas
= No capturan todos los aspectos del fenémeno aleatorio

= La historia completa es contada por la distribucién de
probabilidad (cdf)
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Valor esperado: Definicion para VAs discretas

» La VA discreta X toma valores x;, i = 1,2,... con pmf p(x)
» Def: El valor esperado de la VA discreta X es

EX] =Y xp00) = 3 xp(x)
i=1

x:p(x)>0
» Es el promedio ponderado sobre los valores posibles x;. Las
probabilidades son pesos

» Es el promedio comin si la VA toma valores x;, i =1,..., N
equiprobables

N N 1 1 N
EX] =" xp(x) = Zx,-ﬁ == X
i=1 i=1 i=1

=|
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Valor esperado: Definicion para VAs continuas

» VA continua X toma valores en R con pdf f(x)

» Def: El valor esperado de la VA continua X es
E[X] ::/ xf(x) dx

> Comparar con E[X] :=3", ,)-¢XP(x) para el caso discreto

» Notar que la integral y la suma se suponen definidas
= De no ser asi decimos que la esperanza no existe
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Valor esperado de una funcién de una VA

» Consideremos una funcién g(X) de una VA X. ;Valor esperado de g(X)?
> g(X) es una VA, por lo que tiene una pmf py(x)(g(x))

Elg(X)] = > g(x)Pe(x) (8(x))
£(0):pg(x) (8(x)) >0
= Requiere calcular la pmf de g(X). Hay una forma simple de hacerlo

Teorema
Sea g(X) una funcién de una VA discreta X con pmf px(x). Entonces

Elg(X)] = Zg(x,')px(x,')

» Suma ponderada de valores funcionales. No es necesario calcular la pmf de
g(X)
» Lo mismo vale para X va continua
B0 = [ g00f(x)
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Valor esperado para una funcién lineal de una VA

» Consideremos la funcién afin g(X) =aX + b

Ef[aX + b] = Z(aX; + b)px(xi)
i=1

= Z ax;ipx(x;) + Z bpx (x;)
i=1 i=1

o0 o0
= az xipx (xi) + bZ px (i)
i=1 i=1
= aE[X] + bl
» Se puede intercambiar la esperanza con constantes aditivas o

multiplicativas
E[aX 4+ b] = aE [X] + b

= Vale lo mismo para VAs continuas (linealidad de la integral)
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Valor esperado de una funcién indicatriz

» Sean X una VA y X un conjunto

1, ifxedX
H{XEX}:{ 0, ifxex

» El valor esperado de T{X € X'} en el caso discreto es

E[I{XecXx}]= > T{xeX}px(x)=)_ px(x)=P(XeX)

x:px(x)>0 xeX

» De la misma forma, para el caso continuo

IE[]I{XEX}]:/OO]I{XEX}fX(x)dx:/ fx(x)dx =P (X € X)

» Valor esperado de la indicatriz = Probabilidad del suceso
correspondiente
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Momentos, momentos centrados y varianza

» Def: El momento de orden n (n > 0) de una VA es
E1X] = 3 plx)
i=1
» Def: El momento centrado de orden n corrige el sesgo de la media,

esto es oo
E[(X-EX])"| = (x - EIX])"p(x)

i=1

» Momento de orden 0: E [Xo] = 1; momento de orden 1: es la media
E[X]

» El momento centrado de orden 2 es la varianza. Mide el ancho de la
pmf

var [X] = IE[(X “E[X] )2} = E[X?] - E2[X]
Ej: Para funciones afines
var[aX + b] = a®var [X]
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Distribuciones de probabilidad conjunta: cdf conjunta

» Queremos estudiar problemas con mas de una VA, e.g. X e Y

» Las distribuciones de probabilidad de X e Y no son suficientes

= La distribucién de probabilidad conjunta (cdf) of (X, Y) se
define como
Fxy(x,y) =P(X < x, Y <)

>

» Podemos recuperar Fx(x) considerando todos los valores posibles de
Y
Fx(x)=P(X <x)=P(X <x,Y <o0) = Fxy(x, )

= Fx(x)y Fy(y) = Fxy(o0,y) se llaman cdfs marginales
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Distribuciones de probabilidad conjunta: pmf conjunta

» Consideremos las VAs discretas X e Y
X toma valores en X := {x1,x2,...} e Yen Y :={y1,y,...}

» La pmf conjunta de (X, Y) se define como

PXY(X7_y) = P(X =X, Y:y)
> Los valores posibles de (x, y) son elementos del producto Cartesiano
X xY
> (Xl,_y]_), (Xl,yz), . (Xz,yl), (Xz,yQ), cey (X3,y1), (X3,y2),

» La pmf marginal px(x) se obtiene sumando sobre todos los valores
posibles de Y

px(x) =P(X=x) =Y P(X=x,Y=y) =Y pxv(x,y)

yey yey

= De la misma forma py(y) = pry(x,y). Marginalizamos
xEX
sumando
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pdf conjunta

» Sean X, Y VAs continuas y A C R? un conjunto

» La pdf conjunta es una funcién fxy(x,y) : R? — R¥ tal que
P((X,Y)e A)= // fxy (x,y) dxdy

> Marginalizacion. Hay dos formas de escribir P (X € X)

+oo
P(XEX):P(XEX,YER):/ / fxy (x,y) dydx
Xex

= Definicion de fx(x) = P(X € X) = [, fx(x) dx
» Tenemos entonces
+oo —+o0
= fx(x) :/ fxy(x,y)dy, fy(y) :/ fxy (x, y) dx

— 00 — 00
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Vectores aleatorios

» Por conveniencia es comiin agrupar las VAs en un vector

= La distribucién de probabilidad de un vector es la distribucién
conjunta de sus elementos

» Sean por ejemplo dos VAs X e Y. El vector aleatorio es X = [X, Y]"

v

Si X e Y son discretas, el vector X es discreto con pmf
px(x) = px ([x; 1) = pxv (x,¥)
» Si X e Y son continuas, X es continuo con pdf

() = (Ix¥]7) = v (x,y)

v

La cdf del vector es = Fx(x) = Fx ([x7y]T) = Fxy (x,y)

v

En general podemos definir VAs n-dimensionales
X:= [Xl,XQ, e ,Xn]T
= Es solo notacién, las definiciones siguen del caso n = 2
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Esperanzas conjuntas

> X e Y VAs, g(X,Y) funcién es también una VA
» El valor esperado de g(X, Y) para X, Y VAs discretas se escribe

Elg(X,V)]= >  &gly)pxv(xy)
x,y:pxy (X,y)>0

» Si X, Y VAs continuas

E[g(X, Y]—/ / 206, ¥)fxw (x,) dxdly
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Valor esperado de una suma de variables aleatorias

» Ejemplo: Valor esperado de suma de dos VAs

X+ Y= [ [ nfolay)

/ / x fxy (x,y) dxdy +/ / ¥ fxy(x, y) dxdy

» Luego,

E[X+Y]= / / fxyxy)dydx+/ / fxy(x,y) dx dy

:/ xfx(x) dx+/ yfv(y) dy
=E[X]+E[Y]
= Usamos expresiones marginales

» Esperanza <> suma = E [}, Xi] = >, E[X]]
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La esperanza es un operador lineal

» Combinando E[X + Y] =E[X]+E[Y]y E[aX + b] = aE[X] + b
probamos que

ElaxX+a, Y+ bl =aE[X]+aE[Y]+b
» En notacién vectorial (a € R", X € R", b escalar)
E[a"™X+b] =a"E[X]+b

» La esperanza conmuta con operadores lineales
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Independencia de VAs

» Los suceso E y F son independientes si P(ENF) =P (E)P(F)

» Def: Las VAs X e Y son independientes si los sucesos {X < x}y
{Y < y} son independiente cualquiera sea x e y, i.e.

P(X<x,Y<y)=P(X<x)P(Y<y)

= Por definicion, esto es equivalente a Fxy(x,y) = Fx(x)Fy(y)

» Para VAs discretas, es equivalente a la relacién analoga con pmfs
pxv(x,y) = px(x)pv ()
» Para VAs continuas vale el analogo para pdfs

fxy (x,¥) = fx(x)fv (y)

» Independencia < La distribucién conjunta se factoriza como producto
de marginales
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Valor esperado de un producto de VAs independientes

Teorema
Para VAs X, Y independientes y funciones g(X), h(Y)arbitrarias:

E[g(X)h(Y)] = E[g(X)]E[A(Y)]

El valor esperado del producto es el producto de los valores esperados

> Se demuestra que g(X) y h(Y) también son independientes.
Intuitivo

Ej: Caso especial cuando g(X) = Xy h(Y) =Y se tiene
E[XY]=E[X]E[Y]

» Esperanzas y productos se pueden intercambiar si las VAs son
independientes
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Varianza de una suma de VAs independientes

» Sean X,, n=1,... N independientes, con E [X,] = ui,, var [X,] = 02
» Q: jVarianza de la suma X := 22121 Xa?

> Noétese que la media de X es E[X] = Zﬁzl n. Luego
N N 2 N 2
var [X] =E (Z Xn — Z,u,,) =E (Z(Xn - [L,,))
n=1 n=1 n=1
» Desarrollando e intercambiando suma y esperanza

var[X] = ZZE[(X — tn)(Xim —um)]

n=1 m=1

IIE / FING / UdelaR Seiiales aleatorias y modulacién Repaso de Probabilidad 25 / 28



Varianza de una suma de VAs independientes (cont.

» Separamos auto-productos y productos cruzados. Luego usamos
independencia, y E(X, — u,) =0

var [X] =

[ — i) (Xm — Nm)} + ZE[(XH - /‘n)z}

3
ﬁMz HMZ
=
=

N
Z
Z — 10)E(Xm = ptm) + Y 00 = 0h

» Si las VAs son independientes = La varianza de la suma es la suma
de las varianzas

» Hay resultados mas generales para VAs independientes X;,
i=1,...,n

var [Z(Q;X; + b))

i

= Z a?var [Xj]
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Media muestral

Ej: Sean Y;, i =1,...n VAs independientes con E[Y;] = i
var[Y] = o2

» La media muestral es Y = %Z Y;. iCuanto valen E [Y] y var [Y]?
i1

> Valor esperado = E | Z]E[Y]

2

> Varianza = var [Y] = = Zvar[Y] % (independencia)
i=1
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Covarianza

» Def: La covarianza de X and Y es (generaliza la varianza a pares de VAs)

cov(X,Y) =E[(X —E[X])(Y —E[Y])] = E[XY] - E[X]E[Y]

» Sicov(X,Y) =0 las VAs X, Y se dicen no correlacionadas
> Si X, Y son independientes entonces E [XY] =E[X]E[Y] y
cov(X,Y)=0
= La independencia implica no correlacién
» El inverso no vale, puede ser cov(X, Y) =0 para X, Y dependientes
> Ej: X uniforme en [—a,a]y Y = X?

= Pero si X, Y son normales, correlaciéon nula implica independencia

> Sicov(X,Y) > 0entonces X e Y tienden a moverse en la misma direccién
= Correlacién positiva

> Sicov(X,Y) < 0 entonces X e Y tienden a moverse en direcciones
opuestas

= Correlacién negativa
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