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Probabilidad

» Un suceso es algo que ocurre
» Todo suceso aleatorio tiene un resultado incierto

= La probabilidad de un suceso mide cuan verosimil es que este
ocurra

Ejemplo

» Escribo el namero de cédula de identidad de un estudiante en un
papel. Quién es?
» Suceso: La C.I. del estudiante x esta escrita en el papel

» Probabilidad: P(x) mide cuan verosimil es que el nimero de C.I. de
x esté escrito

» La probabilidad es un instrumento de medida

= Lenguaje matematico para cuantificar la incertidumbre
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Sigma-algebra

» Dado un espacio muestral or universo £ (también espacio de sucesos
elementales)

> Ej: Todos los estudiantes del curso, Q = {x1,x2,...,xn} (Xn
representa nimero de C.1.)

» Def: Un suceso elemental es un elemento o punto de Q, e.g., x3

» Def: Un suceso E es un subconjunto de Q
> Ej: {x1}, estudiante con nimero de C.I. x
> Ej: {x1,x}, estudiantes con namero de C.l. x1 0 xa
= Suceso elemental x3 y suceso {x3} son cosas distintas, éste
altimo es un conjunto

» Def: Una sigma-algebra F es un conjunto de sucesos E C Q tal que
(i) El conjunto vacio (suceso imposible) () pertence a F: ) € F
(ii) Es cerrado por complemento: Si E € F, entonces E€ € F
(iii) Es cerrado por unién numerable: Si Ei, E,... € F, entonces
U Ei e F

» F es un conjunto de conjuntos
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Ejemplos de sigma-algebras

Ejemplo
» Ningin estudiante y todos los estudiantes, i.e., Fo := {0, Q}
Ejemplo

» Conjunto vacio, mujeres, hombres, todos, i.e.,
F1 := {0, Mujeres, Hombres, Q}

Ejemplo
» F, incluyendo el conjunto vacio () mas
todos los sucesos (conjuntos) con un estudiante {xi},..., {xny} mas
todos los sucesos con dos estudiantes {x1, x>}, {x1,x3}, ..., {x1,xn},
{x2,x3}, ..., {x2,xn},

{xn—1,xn} mas
todos los sucesos con tres, cuatro, ..., N estudiantes
= J> se conoce como conjunto potencia o conjunto de las partes
de Q, y se escribe 22 (29| = 2/9I)

IIE / FING / UdelaR Seiiales aleatorias y modulacién Repaso de Probabilidad 5 / 78



Axiomas de la teoria de la probabilidad

» Sea una funcién P(E) de una sigma-algebra F a los nameros reales

» P(E) es una probabilidad si
Al) Non-negatividad: P(E) >0
A2) Probabilidad del universo: P(2) =1
A3) Aditividad: Dada un sucesién de sucesos disjuntos Ei, Ea, . ..

P <D E,-> = i P(E)

= Sucesos disjuntos (o incompatibles dos a dos) significa
ENE=0,i4]
= Unién de infinitos sucesos disjuntos numerables

» La terna (Q,F, P) se llama espacio de probabilidad
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Consecuencias de los axiomas

» Implicancias de los axiomas A1)-A3)

IlE / FING / UdelaR

= Suceso imposible: P() =0

= Monotonia: E; C E; = P(E;) < P(E)
= Imagen: 0 < P(E) <1

= Complemento: P(E€) =1— P(E)

= Union disjunta finita: Para suceso disjuntos Ey, ..., Ey

N N
P (U E,-) => P(E)
i=1 i=1
= Inclusién-exclusion: Para cualquier par de sucesos E; and E;

P(E1U Ey)) = P(E1) + P(E) — P(E1 N Ey)
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Ejemplo de espacio de probabilidad

» Construyamos un espacio de probabilidad para nuestro ejemplo
» Universo de todos los estudiantes del curso Q = {x1,x2,...,xn}
> Sigma-algebra con todas las combinaciones de estudiantes, i.e., F = 2%

» Los nameros de C.l. escritos son equiprobables = P({x,}) = 1/N,

n=1,...,N
= Especifiquemos la probabilidad para todo E € F =- definimos
P(E) = I&l
12]
» Q: Es esta funcién una probabilidad?
= Al): P(E)=1g >0v = A2: P(Q) =g =1V
. N _ UL pogl=] N
= A3): P (Ui:l Ef) | Bl ol SEa =i P(E) Y
» La funcién P(:) asi definida se llama distribucién uniforme
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Probabilidad condicional

» Consideremos los sucesos E y F, y supongamos que sabemos que F

ha
> Q:

ocurrido

Qué informacién nos da esto sobre la probabilidad de E?

» Def: La probabilidad condicional de E dado F es

» Renormalizamos las probabilidades al

conjunto F d £ AElE
» Descartamos una parte de Q Al 2

» Eventualmente también puede @

P(ENF)

P(E|F) = @)

= En general P(E|F) # P(F|E)

descartarse una parte de E

Q

» Dado F con P(F) >0, P(:|F) satisface los axiomas de la
probabilidad

IlE / FING / UdelaR
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Ejemplo de probabilidad condicional

» El nombre de C.I. escrito corresponde a un estudiante de sexo
masculino. Cual es la probabilidad de x,?

> Supongamos que los hombres son F = {xi,...,xu} = P(F) =1

Si el namero de C.I. x,, es de un hombre, x, € F y tenemos el suceso
E = {xn}
1
P(ENF)=P({x.}) = N

= La probabilidad condicional es, como esperamos

P(ENF) 1N 1

P(FY ~ M/N M

P(E|F)=

» Si el nimero de C.l. es de una mujer x, ¢ F, entonces
P(ENF)=P(®) =0
= Tenemos entonces P(E | F) =0
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Ley de la probabilidad total

» Consideremos el suceso E y los sucesos F y F€
> Fy F°¢ forman una particién de Q (FUF° =S, FNF°=0)

» Como F U F¢ = Q cubre Q, podemos escribir el conjunto E como

E=ENS=EN[FUF | =[ENFJU[ENF]

» Como F N F¢ = () son disjuntos, también lo son
[ENFIN[ENF] =0

= P(E) = P(IENF]U[ENF<]) = P(ENF) + P(E N F€)

» Usando la definicién de probabilidad condicional

P(E) = P(E | F)P(F) + P(E | F¢)P(F°)

> Esto traduce la informacién condicional P(E | F)y P(E | F€)

IlE / FING / UdelaR

= En informacién incondicional P(E)
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Ley de la probabilidad total (cont.)

» En general, sea la particién de Q £
(posiblemente infinita), F;, i=1,2,... F1 3

» Los conjuntos son disjuntos ENF
= FNF=0parai#j EﬁFlEﬂFz

» Los conjuntos cubren el espacio
= UX F=Q Fa

» lgual que antes, como U2, F; = Q cubre el espacio, podemos
escribir E como

E=ENS=EnN

U F;} =JIEnF)
i=1 i=1
» Como F; N F; = ) son disjuntos, también [E N F] N [E N F;] = 0.
Luego
P(E)=P (U[E n F,-]) =Y P(ENF)=> P(E|F)P(F)
i=1 i=1 i=1
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Ejemplo de probabilidad total

» Consideremos un curso de probabilidad en alguna universidad

= Los estudiantes avanzados aprueban con A con probabilidad
0.9, los principiantes con probabilidad 0.8

= Un estudiante de intercambio es avanzado con probabilidad
0.7, y principiante con probabilidad 0.3

» Q: iCual es la probabilidad de que el estudiante de intercambio
apruebe con A?

» Sea E = “el estudiante de intercambio aprueba con A", a por
avanzado, p por principiante

= Usamos la ley de la probabilidad total
P(E) = P(E|a)P(a) + P(E | p)P(p)

=09x%x0,74+0,8x0,3=0,87
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Regla de Bayes

v

De la definicién de probabilidad condicional: P(E | F)P(F) = P(E N F)
De la misma forma: P(F | E)P(E) = P(F N E)

Como ambas cantidades son iguales, obtenemos la regla de Bayes
P(F| E)P(E)
PE|F)= —L =~
E1O=""5r)

La regla de Bayes permite la inversion temporal o de causalidad. Si F
(futuro) viene después de E (pasado),

= P(E | F), prob. que el pasado (E) haya visto el futuro (F)
= P(F | E), proba. que el futuro (F) corresponda al pasado (E)

En general los modelos describen futuro | pasado (modelo directo).
Usualmente interesa pasado | futuro (modelo inverso).
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Ejemplo de regla de Bayes

» Consideremos la siguiente particién de mis emails
= E; ="spam” con probabilidad P(E1) = 0,7
= E> ="baja prioridad” con probabilidad P(Ez) = 0,2
= E3 ="alta prioridad” con probabilidad P(Es) = 0,1

> Sea el suceso F="el email contiene la palabra gratis’

= De la experiencia previa sabemos que P(F| Ei) =0,9,
P(F | E2) = P(F| Es) = 0,01

» Recibo un email con la palabra “gratis”. j Cual es la probabilidad que sea spam?
» Aplicamos la regla de Bayes

P(F|E1)P(E1)7 P(F | E1)P(Ex)
P(F) X%, P(F|E)P(E)

P(EL|F) = — 0,995

= Ley de la probabilidad total: muy atil cuando se aplica la regla de Bayes
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Independencia

» Def: los suceso E y F son independientes si P(EN F) = P(E)P(F)

= Sucesos que no son independientes son dependientes

P(ENF P(E)P(F
> P(E|F) =25 = PO — P(E)

= Intuitivamente, conocer F no altera nuestra percepcién sobre E

= F no contiene informacién sobre E
= El reciproco también es cierto: P(F | E) = P(F)

v

El que E y F sean independientes depende fuertemente de P(-)

v

Atencion: evitar confundir sucesos independientes con sucesos
disjuntos, i.e. ENF =10

Q: jDos suceso disjuntos con probabilidades P(E) > 0, P(F) >0
pueden ser independientes? No — Eventos disjuntos posibles son
necesariamente dependientes

v

>

>
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Ejemplo de independencia

>

Escribo un namero de C.1. de los estudiantes del curso, y le pido a
un amigo que escriba otro (puede ser mismo)
Espacio de probabilidad para el experimento: (S, F, P(-))

= S es el conjunto de todos los pares de niimeros de C.I. de los
estudiantes: [x,(1), x,(2)], |Q] = N?

= La sigma-algebra es el producto cartesiano F = 2% x 2%

= Definimos P(E) = % como la ley uniforme

Consideramos los sucesos E; ='Yo escribi x;" y E; ='Mi amigo
escribié xo' Q: jSon independientes? Si, ya que

P(ELN E2) = P({(a.x)}) = H(Xllg)f)} = % = P(E1)P(E2)

Sucesos dependientes: E; ="Yo escribi x;" y E3 ='Ambos estudiantes
son hombres'
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Independencia para mas de dos sucesos

» Def: Los sucesos E;, i = 1,2, ... se dicen mutuamente independientes si
P <ﬂ E,-) =[]PE)
i€l iel

para todo subconjunto finito / de al menos dos enteros
» Ej: los sucesos E;, E>, y Es son mutuamente independientes si se cumple que
P(E1 N Ex N E3) = P(E1)P(E2)P(E3)
P(E1 N Ex) = P(E1)P(E2)
P(E1 N E3) = P(E1)P(Es)
P(E>N E3) = P(E2)P(Es)

» Si P(Ei N E;j) = P(E;)P(E;j) para todo (i,J), los E; son independent dos a dos

= Independencia mutua — independencia dos a dos. No reciprocamente
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Definicién de variable aleatorias (VA)

» Def: Una VA X(w) es una funcién que le asigna un valor a un
suceso elemental w € Q

= Podemos pensar en VAs como medidas asociadas a un
experimento
Ejemplo
» Tiramos una pelota en un cuadrado de 1m x 1m. Nos interesa la
posicién de la pelota
» Una realizacion incierta es el lugar w donde cae la pelota

» Las variables aleatorias son X(w) e Y(w), coordenadas espaciales

» Las probabilidades de las VAs se infieren de los sucesos elementales
subyacentes

P(X(w)=x)=P{w € Q: X(w) = x})
P(X(w) € (—00,x]) = P({w € Q: X(w) € (—00,x]})
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» Se tira una moneda, cara (H) o cruz (T). La moneda no esta
cargada P(H) =1/2, P(T) = 1/2. Se paga $1 por H, se cobra $1
por T. Ganancia?

» Las realizaciones posibles son Hy T

» Para medir la ganancia se define la VA X con valores
X(H) =1, X(T)=-1
» Las probabilidades de la VA son

P(X=1) =P(H)=1/2,
P(X = —1)=P(T) = 1/2

= Se tiene P(X = x) = 0 para todo x # +1
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> Se tiran 2 monedas. Se paga $1 por cada H, se cobra $1 por cada
T. Ganancia?

» Ahora las realizaciones posibles son HH, HT, TH, and TT

» Para medir la ganancia se define la VA Y con valores
Y(HH)=2, Y(HT)=0, Y(TH)=0, Y(TT)=-2

» Las probabilidades par la VA son

P(Y =2) = P(HH) =1/4,
P(Y=0) =P(HT)+ P(TH)=1/2,
P(Y==-2)=P(TT) =1/4
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Sobre los ejemplos 1y 2

» Las VAs son mas faciles de manejar que los sucesos

» Sea wy € {H, T} una realizacién de la moneda 1y wp, € {H, T} de
la moneda 2

= Se puede vincular Y y X como
Y (w1, w2) = Xi(wr) + Xa(w2)

» Se tiran N monedas. Ganancia? La enumeracién se vuelve engorrosa

> Altermativamente, sea w, € {H, T} la realizacién de la n-ésima
tirada. Se define

N
Y(w15w27 e ,LUN) = ZX”(“}”)
n=1

= En general se utiliza el abuso de notacién Y = Z:’zl X
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» Se tira una moneda hasta que sale H por primera vez. P(H) = p
» ;Cuantas tiradas se hacen hasta que sale la primera H?

» Las realizaciones posibles son H, TH, TTH, TTTH, ...Obs:
|S] = o0

= Se deja de tirar luego de obtener la primera H

» Sea N la VA que cuenta la cantidad de tiradas

= N = nsisale T en las primeras n — 1 tiradas, y H en la
n-ésima
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Example 3 (continued)

» De A2) deberiamos tener P(S) =>"°  P(N=n) =1

> Cierto porque Y >~ (1 — p)"~! es una serie geométrica
oo

dA=p) Tt =14+1-p)+(1-p)+. =2

pt o 1-(1-p) p

» Sustituyendo la suma de la serie geométrica en la expresion de P(S)

Y P(N=n)=p> (1-p)"t=px==1V
n=1 n=1

o=
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Funcién indicatriz

» La funcién indicatriz de un suceso es una VA
» Sea w € Q una realizacion, y E C € un suceso

1, fwekE
HEHw) = { 0, fw¢E
= Indica que la realizacién w pertenece al conjunto E, tomando
el valor 1
Ejemplo

» Cantidad N de tiradas de monedas hasta la primera H. Nos interesa
cuando N supera Ny

= El suceso es {N : N > Np}. Las realizaciones posibles son
N=12...

= Llamamos a la funcién indicatriz I, = IT{N: N > Np}
> La probabilidad P(Iy, = 1) = P(N > Ng) = (1 — p)Me
= Para que N supere Ny se necesitan Ny consecutivas T

= No importa lo que suceda luego
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Funciones de masa de probabilidad y de distribucién

» Las VA discretas toman, a lo sumo, un conjunto numerable de
valores

» Funcion de (masa de) probabilidad o probability mass function
(pmf) px(x) = P(X = x)

> Sila VA es clara del contexto, simplemente escribimos px(x) = p(x)

> Si X tiene soporte {x1, X2, ...}, su pmf
satisface
(i) p(xi) >0fori=1,2,...
(i) p(x) = 0 for all other x # x; ol ]
(iii) >27% p(xi) =1 ‘ ‘ |
» pmf para “cantidad de tiradas hasta | | | | 1 4 ,7

primera cara” (p = 0,3) .

» Funcién de distribucion (acumulada) (cdf)

Fx(x) = P(X < x) = 32, <x P(Xi) ol

= Funcion creciente con saltos en x; ol

» cdf para “cantidad de tiradas hasta la
primer cara” (con p = 0,3) o : P s 5 5
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Distribucién de Bernoulli

» Un experimento es exitoso con probabilidad p or fallido con
probabilidad g :=1—p
= Ex: Tirar una moneda, cualquier indicatriz de un suceso

» Bernoulli X toma valores 0 o 1. Su pmf es p(x) = p*q' =~

» Su cdf es

0, x <0

F(x) g, 0<x<l1
1, x>1
pmf (p =0,4) cdf (p=0,4)

06 1 ! !
05 038
0.4 06
0.3
02 0.4
0.1 0.2
0 0 1 —%.5 0 0.5 1 15
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Distribucién geométrica

» Cuenta la cantidad de experimentos de Bernoulli hasta registrar el
primer éxito
= Cada experimento tiene éxito con probabilidad p
» La cantidad de experimentos hasta éxito, X, sigue una distribucién
geométrica con parametro p
> pmf: p(x) = p(1 - p)**
> Un éxito luego de x — 1 fallas. Los experimentos (las VAs de
Bernoulli) son independientes
» cdf: F(x)=1—(1-p)~
» Recordar que P (X > x) = (1 — p)*; sino sumar la serie geométrica
pmf (p = 0,3) cdf (p =0,3)

1

03 0.8

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05
° 2

1

0.6

0.4
I | | 0.2
| I 1 1 1 0

3 4 5

6 7 8 9 10 0 2 4 6 8 10
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Distribucién binomial

» Cuenta la cantidad de éxitos entre n experimentos de Bernoulli
= Cada experimento tiene éxito con probabilidad p

» La cantidad de éxitos X sigue una distribucién binomial con
parametros (n, p). Su pmf es

<Z> p(l—p)" = R _n)!()!x! P (1 —p)"™

= X = x for x éxitos (p*) and n — x fallas ((1 — p)" ).
= () formas de escojer x éxitos entre n experimentos

p(x)

pmf (n=9, p=10,4) cdf (n=9, p=10,4)

02 1 07
06

0.15
051
04r

0.1
031
005 02r
(Al

0

2 3 4 5 6

1 7 e s 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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Distribucién binomial (cont.

» Sean Y;, i =1,...n VAs de Bernoulli con parametro p
= Las Y; estan asociadas a sucesos independientes

» Podemos escribir la binomial X como la con parametros (n, p) como
n
- x=Y
i=1

Ejemplo
> Considere las binomiales Y and Z con parametros (ny, p) y (nz, p)
= Q: jDistribucién de probabilidad de X = Y + Z7?

> Escribimos Y =377, Y;and Z = Y77, Z;, luego
ny nz
=33z
i=1 i=1
= X binomial con parametro (ny + nz, p)
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Distribucién de Poisson

» Cuenta eventos raros (decay radioactivo, arribo paquetes, accidentes)
» Usualmente se modela como Poisson con pardametro A\ y pmf
)\X
p(x) =e =
» Q: jLa pmf esta bien definida? Si
» Desarrollo de Taylor de eX =1+ x+x2/2+ ...+ x'/il +....

x|

Entonces P(Q2) = Z p(i)=e? Z o = e et =1v
il
i=0 i=0

pmf (A =4) cdf (A =4)
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Approximacién de la binomial como Poisson

» X binomial con parametros (n, p)

» Sea n — oo manteniendo el producto np = \ constante
> (Si solo hacemos n — oo la cantidad de éxitos diverge).

» Comparemos con la distribucién de Poisson de parametro A
> \A=5 n=06,8,10,15,20,50

025 025 025

02 02 02

015 015 015

01 o1 01

005 l | 005 l l 005 I l

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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0 0 4 5
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Poisson y binomial (cont.)

» Esta es, de hecho, la motivacién para definir una VA de Poisson

» Sustituyendo p = A\/n en la pmf de una VA binomial

0= () (0-2)

_ n(n—1)...(n=x+1) \* (1 = \/n)"
nx x (1= A/n)x

= (usamos la def. de factorial y (1 —\/n)"™* = Ei:i?:g: y
reordenamos)

» En el limite, el término rojo vale lim, oo (1 —A/n)" = e~

» Los términos negro y azul convergen a 1. Luego,

2\ —A 2\X
lim pp(x) = 128

n—o00 x 1 o x|

= El limite es la pmf de una VA de Poisson
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Conclusién

La distribucién binomial esta motivada por el conteo de aciertos

La distribucién de Poisson es una aproximacion para grandes
nameros de experimentos n

= La distribucién de Poisson es mas manejable

» A veces se la refiere como la “ley de eventos raros”

> Los eventos individuales (aciertos) suceden con probabilidad pequefia

p=2A/n
> Los eventos agregados (cantidad de aciertos), sin embargo, no tienen
por qué ser raros

» Notar que las cuatro VAs vistas hasta ahora refieren a “tiradas de
monedas”
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Variables aleatorias continuas

Sigma-algebras y espacios de probabilidad

Probabilidad condicional, probabilidad total, regla de Bayes
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Variables aleatorias continuas
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Distribuciones de probabilidad conjunta
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VAs continuas, funciones de densidad de probabilidad

» Los valores posibles que toman las VAs continuas X forman un
subconjunto denso X C R
= Cantidad infinita de valores no numerables

» La funcién de densidad de probabilidad
(pdf) fx(x) es tal que para cualquier 04
subconjunto X C R

P(X € X) :/ e (x) dx )
X
= Tenemos P(X = x) = 0 para todo ‘3 e e
xeX
» La cdf definida como antes y relacionada a o
la

X 02

Fx(x) = P(X < x) =/ fi(u) du

—00 -3 -2 - 0 1 2 3

= P(X < 00) = Fx(00) = lim Fx(x) =1
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Mas sobre cdfs y pdfs

» Cuando el conjunto X = [a, b] es un intervalo de R
P(X €[a, b]) =P (X < b)—P(X < a) = Fx(b) — Fx(a)
» En términos de la pdf se puede escribir como

b
P(Xe[a,b]):/ fi (x) dx
» Para intervalos pequefios [xp, xo + dx], en particular
Xo+dx
P (X € [0, X0 + 0x]) = / e (x) dx ~ fx (x0)0x
X0

= La probabilidad es el “area bajo la pdf” (de dénde el nombre
“densidad"”)

aFX(x) 50

» Otra relacién entre pdf y cdf es =

= Teorema fundamental del calculo

IIE / FING / UdelaR Seiiales aleatorias y modulacién Repaso de Probabilidad 41 / 78



Distribucién uniforme

» Modela problemas con probabilidades equiprobables en [a, b]
» La pdf de una VA uniforme es f(x) = 0 fuera de [a, b], y

1
f(x):—a paraa<x<bh

» La cdf es F(x) = (x — a)/(b — a) en el intervalo [a, b]

> La prob. del intervalo [a, 8] C [a, b] es [ f(x)dx = (8 — a)/(b — a)
= Solo depende del ancho 5 — « del intervalo, no de su posicién

pdf (a=—1, b=1) cdf (a=-1, b=1)
05 !
o0al 1 08
0.3 4 0.6
0.2F 4 0.4
01 ol 0.2
0 ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘ ‘
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
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Distribuciéon exponential

» Duracién de llamadas de teléfono, vida de componentes electrénicos
» La pdf de una VA exponencial es

e ™™ x>0
0, x <0

= Cuando X crece, al “altura” aumenta y el “ancho” disminuye
» La cdf se obtiene integrando la pdf

F(x) = / fu) du = / AeMdu=—e M =1-e™
0

e o
pdf (A =1) cdf (A = 1)
1 1
0.8 al 0.8
0.6 al 0.6
041 1 0.4
0.2 B B ol 0.2
00 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 0O 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45
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Distribucién Normal o Gaussiana

» Modela la aleatoriedad que surge de un gran nimero de efectos
aleatorios

» La pdf de una VA normal es f(x) = \/2170 e—(x—n)*/20%

= p es la media (centro), o2 es la varianza (ancho)
= 0,68 prob. between p £+ ¢, 0,997 prob. in u+ 30
= Una VA normal estandar tiene p =0y 02 =1

» La cdf F(x) no se puede expresar en términos de funciones
elementales

pdf (1 =0, 0 = 1) cdf (=0, 0% =1)

0.4 1

03

0.2

0.1

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
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Valores esperados

» Se nos pide que resumamos la informacién sobre una VA en un Gnico
valor,

= jcual deberia ser ese valor?
» Si se nos pidiera una descripcién con unos pocos valores,
= jcuales deberian ser esos valores?

> Los valores esperados (medias) son respuestas convenientes a estas
preguntas
» Atencion: Las esperanzas son descripciones condensadas
= No capturan todos los aspectos del fenémeno aleatorio

= La historia completa es contada por la distribucién de
probabilidad (cdf)
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Definicion para VAs discretas

» La VA discreta X toma valores x;, i = 1,2,... con pmf p(x)
» Def: El valor esperado de la VA discreta X es

EX] =Y xp00) = 3 xp(x)
i=1

x:p(x)>0
» Es el promedio ponderado sobre los valores posibles x;. Las
probabilidades son pesos

» Es el promedio comin si la VA toma valores x;, i =1,..., N
equiprobables

N N 1 1 N
EX] =" xp(x) = Zx,-ﬁ == X
i=1 i=1 i=1

=|
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Valor esperado de VAs de Bernoulli y geométrica

Ej: Para una VA Bernoulli p(x) = p*q*~*, for x € {0, 1}
EX]=1xp+0xg=p

Ej: Para una VA geométrica p(x) = p(1 — p)*~! = pg*~1, para x > 1

» Notar que 9q%/9q = xq*~! y que las derivadas son operadores
lineales

E[X] = gqux—l i; (gqx)

» La suma dentro de la derivada es una geométrica. Vale ¢/(1 — q),

de dénde 5 )
q p

E X = R = = —

X p3q<1—q> (1-92 »p

» El tiempo hasta el primer acierto es el inverso de la probabilidad de
acierto. Razonable

IIE / FING / UdelaR Seiiales aleatorias y modulacién Repaso de Probabilidad 48 / 78



Valor esperado de una VA Poisson

Ej: Para una VA Poisson p(x) = e *(\*/x!), for x > 0

» El primer sumando en la definicién es 0; luego sacamos \ para

X _ 1
afuera y usamos % = =1

& /\xl

E[X]ZZOXG_ *—)‘ _AZ(X_1

» La suma es la serie de Taylor de e = 14+ XA+ A2/2! + ... 4+ X\¥/x!
E[X] =Xe et =\

» Poisson es el limite de la binomial para grandes niimeros n, con
A=np
= Cuenta cantidad de aciertos en n experimentos, con
probabilidad p
» El nimero esperado de aciertos es A = np
= Cantidad de experimentos x probabilidad de acierto individual.
Razonable
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Definicion para VAs continuas

» VA continua X toma valores en R con pdf f(x)

» Def: El valor esperado de la VA continua X es

E[X]:= /Oo xf(x) dx

— 00

» Comparar con E[X]:=5" xp(x) para el caso discreto

x:p(x)>0
» Notar que la integral y la suma se suponen definidas
= De no ser asi decimos que la esperanza no existe
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Valor esperado de una VA normal

Ej: Para una VA normal, sumamos y restamos p, y separamos integrales

1 [ e
E[X] = / xe~zt dx

270 J —co

1 > =)
- (x+ 1 — p)e™ % dx
270 J —co

1 /°° ,(x—mzd n 1 /‘X’( ) _(x—u)zd
= e 202 ax + — X — [)e 202 dx
M\/ 2710 J -0 V2o J o a

» La primera integral vale 1 ya que integra una pdf en todo R

> La segunda integral es O por simetria. Resulta
E[X]=n

» La media de una VA con pdf simétrica es el punto de simetria
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Valores esperados de VAs uniforme y exponencial

Ej: Para una VA uniforme f(x) =1/(b— a), paratodo a < x < b

[ B b x b —a%  (a+b)
]E[X]7/_Oo><1f(><)dxf/a b—adX72(b—a)7 5

» Tiene sentido ya que la pdf es simétrica con respecto al punto medio
(a+b)/2

Ex: Para una VA exponencial integramos por partes

E[X]:/ xhe™ M dx
0

o o0
=—xe ™| + e M dx
0 0
_ i ) e—Ax 00 _ 1
= —xe — = —

0 A o A
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Valor esperado de una funcién de una VA

» Consideremos una funcién g(X) de una VA X. ;Valor esperado de g(X)?
> g(X) es una VA, por lo que tiene una pmf py(x)(g(x))

Elg(X)] = > g(x)Pe(x) (8(x))
£(0):pg(x) (8(x)) >0
= Requiere calcular la pmf de g(X). Hay una forma simple de hacerlo

Teorema
Sea g(X) una funcién de una VA discreta X con pmf px(x). Entonces

Elg(X)] = Zg(x,')px(x,')

» Suma ponderada de valores funcionales. No es necesario calcular la pmf de
g(X)
» Lo mismo vale para X va continua

2[600] - [ " g (x) dx

J —oo
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Valor esperado para una funcién lineal de una VA

» Consideremos la funcién afin g(X) =aX + b

Ef[aX + b] = Z(aX; + b)px(xi)
i=1

= Z ax;ipx(x;) + Z bpx (x;)
i=1 i=1

o0 o0
= az xipx (xi) + bZ px (i)
i=1 i=1
= aE[X] + bl
» Se puede intercambiar la esperanza con constantes aditivas o

multiplicativas
E[aX 4+ b] = aE [X] + b

= Vale lo mismo para VAs continuas (linealidad de la integral)
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Valor esperado de una funcién indicatriz

» Sean X una VA y X un conjunto

1, ifxeXx
H{XEX}:{ 0, ifxg¢ X

» El valor esperado de I{X € X'} en el caso discreto es

EI{XecXx}]= > If{xeX}px(x)=> px(x)=P(XeX)

x:px(x)>0 XEX

» De la misma forma, para el caso continuo

o0

I{x € X}fx(x)dx :/ . fx(x)dx =P (X € X)

E[I{X € X}] = /
» Valor esperado de la indicatriz = Probabilidad del suceso
correspondiente
= Recordar que E [X] = p para una VA Bernoulli (“indica
acierto”)
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Momentos, momentos centrados y varianza

» Def: El momento de orden n (n > 0) de una VA es
E1X] = 3 plx)
i=1
» Def: El momento centrado de orden n corrige el sesgo de la media,

esto es oo
E[(X-EX])"| = (x - EIX])"p(x)

i=1

» Momento de orden 0: E [Xo] = 1; momento de orden 1: es la media
E[X]

» El momento centrado de orden 2 es la varianza. Mide el ancho de la
pmf

var [X] = IE[(X “E[X] )2} = E[X?] - E2[X]
Ej: Para funciones afines
var[aX + b] = a®var [X]
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Varianza de VAs Bernoulli y Poisson

Ex: Para una VA Bernoulli X de parametro p, E[X] = E [Xz] =p
= var[X] = E [X?] ~E?[X] = p - p*> = p(1 - p)
Para una VA Poisson Y de parametro A, el segundo momento es

o0

Zy2 _/\)\ :Z e_A)\y
|

y
v =)
- —My — e
- Z + Z £ A
G- T &

o] )\y—l
+e M\ —_—
— ; (y —1)!
=e M\t +e Mt = N2 4\

= var[Y] =E [Y?] — E?[Y]

=A2 4+ A -2 =)
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» Queremos estudiar problemas con mas de una VA, e.g. X e Y

» Las distribuciones de probabilidad de X e Y no son suficientes

= La distribucién de probabilidad conjunta (cdf) of (X, Y) se
define como
Fxy(x,y) =P(X < x, Y <)

>

» Podemos recuperar Fx(x) considerando todos los valores posibles de
Y
Fx(x)=P(X <x)=P(X <x,Y <o0) = Fxy(x, )

= Fx(x)y Fy(y) = Fxy(o0,y) se llaman cdfs marginales
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» Consideremos las VAs discretas X e Y
X toma valores en X := {x1,x2,...} e Yen Y :={y1,y,...}

» La pmf conjunta de (X, Y) se define como

PXY(X7_y) = P(X =X, Y:y)
> Los valores posibles de (x, y) son elementos del producto Cartesiano
X xY
> (Xl,_y]_), (Xl,yz), . (Xz,yl), (Xz,yQ), cey (X3,y1), (X3,y2),

» La pmf marginal px(x) se obtiene sumando sobre todos los valores
posibles de Y

px(x) =P(X=x) =Y P(X=x,Y=y) =Y pxv(x,y)

yey yey

= De la misma forma py(y) = pry(x,y). Marginalizamos
xEX
sumando
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pdf conjunta

» Sean X, Y VAs continuas y A C R? un conjunto

» La pdf conjunta es una funcién fxy(x,y) : R? — R¥ tal que
P((X,Y)e A)= // fxy (x,y) dxdy

> Marginalizacion. Hay dos formas de escribir P (X € X)

+oo
P(XEX):P(XEX,YER):/ / fxy (x,y) dydx
Xex

= Definicion de fx(x) = P(X € X) = [, fx(x) dx
» Tenemos entonces
+oo —+o0
= fx(x) :/ fxy(x,y)dy, fy(y) :/ fxy (x, y) dx

— 00 — 00
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Ejemplo

» Sean Bi, B, VAs Bernoulli de igual parametro p
= Definimos X =By, Y =B + B>

» La pmfde X es
px(0)=1—-p, px(1)=p
» De la misma forma, la pmf de Y es
pv(0) = (L—p)*, pv(1)=2p(1—p), pv(2)=p’
» La pmf conjuntade X e Y es

pxy(0,0) = (1 — p)2’ pxy(0,1) = p(1 —p), pxv(0,2) =
pxy(1,0) =0, pxy(1,1) =p(l—p), pxv(L,2)=0p
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Vectores aleatorios

» Por conveniencia es comiin agrupar las VAs en un vector

= La distribucién de probabilidad de un vector es la distribucién
conjunta de sus elementos

» Sean por ejemplo dos VAs X e Y. El vector aleatorio es X = [X, Y]"

v

Si X e Y son discretas, el vector X es discreto con pmf
px(x) = px ([x,¥17) = pxv (x,¥)
» Si X e Y son continuas, X es continuo con pdf

x(x) = fx ([x,y]") = fxv (x.y)

v

La cdf del vector es = Fx(x) = Fx ([X, y]T) = Fxy (x,y)

v

En general podemos definir VAs n-dimensionales
X = [X17X2, N 7X,,]T
= Es solo notacién, las definiciones siguen del caso n = 2
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Esperanzas conjuntas

> X e Y VAs, g(X,Y) funcién es también una VA
» El valor esperado de g(X, Y) para X, Y VAs discretas se escribe

Elg(X,V)]= Y  alxy)pxv(xy)

x,y:pxy (x,y)>0

» Si X, Y VAs continuas

E[g(X, Y]—/ / g6, ¥)fxw (x,) dxdly

= Podemos tener mas de dos VAs y usar notacién vectorial

Ej: Transformacién lineal de un vector aleatorio X € R": g(X) =a’X

= E[a"X] :/ a’ xfx(x) dx
Rn
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Valor esperado de una suma de variables aleatorias

» Valor esperado de suma de dos VAs

X+ Y= [ [ nfolay)

/ / x fxy (x,y) dxdy +/ / ¥ fxy(x, y) dxdy

» Luego,

E[X+Y]= / / fxyxy)dydx+/ / fxy(x,y) dx dy

:/ xfx(x) dx+/ yfv(y) dy
=E[X]+E[Y]
= Usamos expresiones marginales

» Esperanza <> suma = E [}, Xi] = >, E[X]]
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La esperanza es un operador lineal

» Combinando E[X + Y] =E[X]+E[Y]yE[aX + b] = aE[X] + b
probamos que

ElaxX+a Y+ b =aE[X]+aE[Y]+b
» En notacién vectorial (a € R", X € R”, b escalar)

E[a"™X+b] =a’E[X]+b

» También, si A es una matriz m x n con filas aj,...,a] y b e R™
un vector con elementos by, ..., by, podemos escribir
E [a{ X + b1 al E[X] + by
E [a] X + b2 a;E[X] + b>

E[AX + b]= = = AE[X] +b
E [a7X + bm] alE[X] + bm
» La esperanza conmuta con operadores lineales
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Independencia de VAs

» Los suceso E y F son independientes si P(ENF) =P (E)P(F)

» Def: Las VAs X e Y son independientes si los sucesos {X < x}y
{Y < y} son independiente cualquiera sea x e y, i.e.

PX<x,Y<y)=P(X<x)P(Y<y)
= Por definicién, esto es equivalente a Fxy(x,y) = Fx(x)Fy(y)
» Para VAs discretas, es equivalente a la relacién analoga con pmfs
pxy(x,y) = px(x)py(y)

» Para VAs continuas vale en analogo para pdfs
fxy (x,y) = fx(x)fv (y)

» Independencia < La distribucién conjunta se factoriza como producto
de marginales
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Suma de VAs de Poisson independientes

» X, Y VAs Poisson de parametros A, y A,, Independientes
» Q: ;Distribucién de probabilidad de la VA Z := X + Y7

» Z=nsolosi X =k, Y=n—kparaalgin 0 < k <n

pz(n):ZP(X:k,Y:n— ZP KYP(Y =n— k)
A= k e—()\x+>\y) n nl
— —)\x X _>\y y — n—k
Ze (n— k)! nl Z(n— )IkIA’\
e (>\x+>\y) .
=t N)

» Z es Poisson de parametro A, := A, + A,

= La suma de VAs de Poisson independientes es Poisson (el
parametro es la suma de los parametros originales)
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Valor esperado de una VA binomial

» Las VAs binomiales cuentan cantidad de aciertos en n experimentos

Ej: Sean X;, i = 1,...n VAs de Bernoulli independientes

n
» Podemos escribir la binomial como X = ZX,-
i=1

= E[X] :ZE[X,-] =np

» Cantidad esperada de aciertos = cantidad de experimentos x prob.
individual de acierto

» Misma interpretacién que vimos para VAs de Poisson

n
Ej: VAs Bernoulli dependientes. Y = ZX;, pero los X; no son
i=1
independientes
» La cantidad esperada de aciertos sigue siendo E[Y] = np

» La linealidad de la esperanza no requiere independencia
» Y no sigue una distribucién binomial
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Valor esperado de un producto de VAs independientes

Teorema
Para VAs X, Y independientes y funciones g(X), h(Y)arbitrarias:

E[g(X)h(Y)] = E[g(X)]E[h(Y)]

El valor esperado del producto es el producto de los valores esperados

> Se demuestra que g(X) y h(Y) también son independientes.
Intuitivo

Ej: Caso especial cuando g(X) =Xy h(Y) =Y se tiene
E[XY] = E[X]E[Y]

» Esperanzas y productos se pueden intercambiar si las VAs son
independientes

» Es distinto cuando las operaciones son lineales (siempre es posible
conmutar)
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Valor esperado de un producto de VAs independientes

(cont.)

Demostracion.

» Supongamos X,Y VAs continuas. Usamos la definicién de
independencia

E[g(X)h(Y)] = / / y)fxy(x,y) dxdy
/ / V() () () dixcly

» El integrando es el producto de una funcién de x y una funcién de y

BRI = [ stIr) e [ vl dy

=E[g(X)]E[A(Y)]
O
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Varianza de una suma de VAs independientes

» Sean X,, n=1,... N independientes, con E [X,] = ui,, var [X,] = 02
» Q: jVarianza de la suma X := 22121 Xa?

> Noétese que la media de X es E[X] = Zﬁzl n. Luego

N N 2 N 2
var[X]=E (Z Xn — ZMn) =K (Z(Xn - Nn))
n=1 n=1

n=1

» Desarrollando e intercambiando suma y esperanza

var[X] = ZZE[(X — tn)(Xim —um)]

n=1 m=1
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Varianza de una suma de VAs independientes (cont.

» Separamos auto-productos y productos cruzados. Luego usamos
independencia, y E(X, — u,) =0

var [X] =

[ — i) (Xm — Nm)} + ZE[(XH - /‘n)z}

3
ﬁMz HMZ
=
=

N
Z
Z — 10)E(Xm = ptm) + Y 00 = 0h

» Si las VAs son independientes = La varianza de la suma es la suma
de las varianzas

» Hay resultados mas generales para VAs independientes X;,
i=1,...,n

var [Z(Q;X; + b))

i

= Z a?var [Xj]
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Varianza de una VA binomial y media muestral

Ej: Sean X;, i = 1,...n VAs Bernoulli independientes de parametro p
= Recordemos que E [X;] = py var[Xi] = p(1 — p)

» Escribimos la VA binomial X de parametros (n, p) como: X = ZX;
i=1
» La varianza de r|1a binomial es entonces
= var [X] = Zvar[X,-] =np(1—p)
i=1
Ej: Sean Y;, i =1,...n VAs independientes con E[Y;] =
var[Y;] = o2

» La media muestral es Y = %Z Y;. i Cuanto valen E [\7] y var [\7]?
i= 1

> Valor esperado = E | ZIE[Y] =/

2

> Varianza = var[Y] = = Zvar[Y] % (independencia)
i=1
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Covarianza

» Def: La covarianza de X and Y es (generaliza la varianza a pares de VAs)

cov(X,Y) =E[(X —E[X])(Y —E[Y])] = E[XY] - E[X]E[Y]

» Sicov(X,Y) =0 las VAs X, Y se dicen no correlacionadas
> Si X, Y son independientes entonces E [XY] =E[X]E[Y] y
cov(X,Y)=0
= La independencia implica no correlacién
» El inverso no vale, puede ser cov(X, Y) =0 para X, Y dependientes
> Ej: X uniforme en [—a,a]y Y = X?

= Pero si X, Y son normales, correlaciéon nula implica independencia

> Sicov(X,Y) > 0entonces X e Y tienden a moverse en la misma direccién
= Correlacién positiva

> Sicov(X,Y) < 0 entonces X e Y tienden a moverse en direcciones
opuestas

= Correlacién negativa
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Ejemplo de covarianza

>

Sea X sefial aleatoria de media nula y Z ruido de media nula

= Supongamos que la sefial X y el ruido Z son independientes
Consideremos las sefiales recibidas Yi =X +Ze Yo=-X+Z7

Y1 y X estan correlacionadas positivamente (X, Y; se mueven en la
misma direccion)

cov(X, Y1) = E[XV1] - E[X]E[V4]
=E[X(X+2)]-E[X]E[X + Z]

El segundo término es 0 (E [X] = 0). Para el primer término usamos
la independencia de X, Z

E[X(X+2Z)]=E[X?]| +E[X]E[Z] = E [X?]

Combinando observaciones = cov(X, Y1) = E [X?] >0
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Ejemplo de covarianza (cont.)

(I1) Yz y X estan correlacionadas negativamente (X, Y2 se mueven en
direcciones opuestas)

» Mismos calculos = cov(X, Y2) = —E [X2] <0
(I11) También podemos calcular la correlacién entre Yi y Ys
cov(Y1, Vo) =E[(X + Z)(—X + Z)] - E[(X + 2)|E[(—X + Z)]
=-E[X?] +E [Z?]
= Correlacién negativa si E [X?] > E [Z?2] (ruido débil)
= Correlacién positiva si E [X?] < E [Z?] (ruido fuerte)

» Correlacion entre X e Y7 o entre X e Y5 viene de la causalidad

» Correlacién entre Y; e Y5 no viene de la causalidad. Variables
latentes X y Z
= La correlacién no implica causalidad
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