Transformada de Laplace

Este capitulo es un adaptacion de las Notas hechas por J. Vieitez y N. Moller para el curso de
funciones de variable compleja.

Comenzamos recordando que por definicién, f0+oo ft)dt = limr_ o fOT f(t)dt. Silimps 4o fOT f(t)dt
es finito decimos que f0+oo f(t)dt converge y si el limite es infinito decimos que f0+oo ft)dt diverge.

Definicién 0.1. Decimos que una funcién f : [0,400) — R es continua a trozos, si es continua
excepto en un conjunto D = {t1,...,tn,...} (D puede ser vacio o tener infinitos elementos), tal que
para todo K € R, K > 0 se cumple que D N [0, K] es un conjunto finito. Ademds, existen los limites
laterales Hmt—nj (@), h’mt_n; f(t) v son finitos para todo t; € D.

Definicién 0.2. Decimos que una funcién f : [0, +00) — R continua a trozos es de orden exponencial
si existen o > 0y M > 0 tal que |f ()] < Me** para todo t > 0.

Proposicién 0.1. Sea f : [0,+00) — R de orden exponencial (|f(t)] < Me** para todo t > 0).
Entonces:

1. Para todo s, con s > «, se cumple que f0+oo F(t)e™stdt es convergente.
2. Para todo s > « se cumple que limy_, oo e 5 f(t) = 0.
3. F(t) = fg f(u)du es de orden exponencial.

Prueba del item 1. Sea s con s > «, entonces

+oo +o0 [f(t)] < Me~? +o0
/ f(t)e—stdt‘ g/ |f(t)e ™| dt < / Me“=9)tdt =
0 0 0

—+o0

Me(a—s)t
(a—s)

Prueba del item 2. Consideremos s > «, entonces

0 S —«

lim e 5t f(t)

t——+oo

< lm |e7f(t)| < lim e *tMe™ = lim Me®™9t =,

T t—+oo ~ t—4oo t—+oo

Prueba del item 3.

/Ot f(u)du

at |

[F ()| =

t t Meau |t M(eat — 1
< [V < [ ey = M| M)
0 0 a |, a

S3IS

Ejercicio

1. Probar que la funcién f : [0, +00) — R tal que f(t) = ¢’ no es de orden exponencial y ademas
para todo s € R se cumple que la integral fOJrOO F(t)e™stdt es divergente.

2. Dar un ejemplo de una funcién f : [0,+00) — R continua a trozos que no es de orden expo-
nencial y que la integral f0+oo f(t)e *'dt sea convergente.

Ejemplos de funciones de orden exponencial.

1. La funcién constante.
2. f(t) =€ con a € R.
3. La funcién Pulso. Esta funcién es definida por (mirar figura 1):

1 ; h h
o=} el bl
0 si t¢g [tO_Q;tO‘f’g]-
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Ficura 1

4. Los polinomios, log(t), cos(t) vy sen(t).

Definicién 0.3. Llamamos transformada de Laplace de la funcién continua a trozos f : [0,4+00) = R
a la funcién

—+o0
LA = [ foe
0
siempre que la integral impropia sea convergente.

Observacién 1. Si f es de orden exponencial, entonces , por la Proposicion 0.1 item 1, la integral

f0+oo f(t)e stdt es convergente para s > a. Luego la transformada de Laplace estd definida para todo
s> .

Ejemplos de Transformadas de Laplace.

1. La funcién constante f(t) =1 para t > 0. Entonces

+oo ; T . _e—st 1

L = t)e ®dt = If t)e ®dt = i = -

[£1(s) /O f(t)e Tirfw/() f(t)e B, |, T s

Es claro que este ultimo integral converge si y solo si s > 0.
2. f(t) = e para t > 0. Entonces
+00 T ela—s)t |7 1

L[f](s) = / ee tdt = 1fm el=9tdt = lim = :

0 T—+o0 Jo T—+oo a—5 |, S—a

Este tltimo integral converge si y solo si s > a.

3. f(t) =1t* con a > —1, para t > 0.
Antes de hacer los cédlculos, recordamos que la funcién I' de Euler definida por
I(z) = 0+°O t*~le~tdt es convergente para > 0 y si z = n € N se cumple que
I'(n) = (n — 1)!. Por otro lado

+o0 T
E[f](S)z/O te~tdt = lim /tae—sfdt.

T—+o00,e—01

Tomando s > 0 y haciendo el cambio de variable u = st, se tiene que

T sT — +0o0
@ w d 1 r 1
lim / t%e Sdt = lim / we @ / u®e” "du = M-

T—+00,e—0+ T—+00,e—0+ ¢ s satl satl

15

Para el caso en que @« = n € N, como I'(n + 1) = n! se tiene que si f(t) = t" entonces

LIf1(s) = 5t
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Propiedades.
Para las siguientes propiedades asumimos que las funciones f y g son de orden exponencial.

1. Linealidad. L[af + Bg](s) = aL[f](s) + BL[g](s) para todo « y B reales.
La demostracion se deduce facilmente de la definicion y del hecho que suma de funciones ex-
ponenciales es exponencial.

2. Transformada de la derivada. Si f/ es continua para todo t > 0 entonces

L[f () = sL[f1(s) = f(0). ,
Antes de comenzar la prueba, hacemos notar que la funcién f(t) = sen(e'”) es de orden
exponencial y f (t) = cos(e’g)et2 2t no es de orden exponencial.

Demostracion. Por la proposicién 0.1 item 2, para todo s > a se cumple que limy_, o e 5! f(t) =
0. Por definicién £[f'](s) = O+°O f (e stdt =limp_, 4 o0 fOT f (t)e=stdt. Usando partes, se tie-
ne que

T
Tl—l;r-lr—loo/o f (t)e_étdt Tgrfoof( ) - Tl—lg-loo/ f _étdt
F(0) + 5. Jim / F(B)e=stdt = —£(0) + sLII(s).

A partir de esto ultimo se deduce facilmente que

L[f®](s) = s*LLf](s) = £(0)s* = £1(0)s" 2 = f7(0)s*2 — - — fD(0).
(Para esta tltima igualdad asumimos que podemos aplicar la transformada a f (%) para todo k)
3. Transformada del integral. Si f es continua para todo ¢ > 0, entonces E[fg fl(s) = %E[f](s).

Demostracion. Tomando F(t fo f se tiene que F = = fy F(0) = 0. Ademds, como f es de
orden exponencial, por la Proposmlon 0.1 item 3, se tiene que F' es de orden exponencial y por
el item 2 se tiene que limy_, | o e_StF(t) =0.
Por la transformada de la derivada tenemos que L[F'](s) = sﬁ[ 1(s) — F(0). De donde se
deduce que L[f](s) = sL] fo ). Despejando se obtiene que L'[f f1(s) = LL[f](s).
O

4. Transformada de la convolucion. Dadas dos funciones f y g se define la convolucién de f

con g como
/ flw).g(t —u)d

Vamos a probar que si f y g son funciones primarias entonces L[f * g](s) = L[f](s).L]g](s).

Demostracion.

+00 Foo
LIf *g](s) = /0 (f *g)(t)e *dt = / (/ flu).g(t —u du) e *tdt =
TEIEOO (/ flw)g(t —w) Stdu) e stdt.

La regién de integracién esta dada por la figura 2. Primero integramos la variable u, desde
u = 0 hasta u = ¢ y luego la variable t desde ¢ = 0 hasta t = T'. Usando el Teorema de Fubbini,
si cambiamos el orden de integracion, primero integramos la variable ¢, desde t = u hastat =T
v luego la variable v desde u = 0 hasta u = T, se tiene que

lim (/ fuw)glt—u du) “dt = 1lfm </ fw)g(t —u)e 5tdt> du =
T—+o0 T—+o0
T T -
g —su _ —s(t—u —
TEIEOO/O flwe (/u g(t —u)e dt) du
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haciendo el cambio de variable x =t — u, tenemos

T T—u
= TEToo/O flw)e™ </0 g(:c)e‘”dt) du =

S [ " fuyedu. ( / T“g<x>e“dt> -/ ™ fwye . ( s g(x)e”dt) — L[f1(s)-Llg)(9).

O

Pruebe, como ejercicio, que fxg=gx* f.

Antitransformada de Laplace.

Dos preguntas surgen muy naturalmente: ;Podrian dos funciones diferentes f; y fo tener la misma
transformada de Laplace?

(Existe un procedimiento constructivo o explicito para determinar f(¢) a partir de L£[f](s)?

Existe un problema potencial al trabajar con la transformada inversa, y es que esta puede no ser
unica. En efecto, es posible que L[f](s) = L[g](s), siendo f # g. Para nuestro propsito esto no es tan
malo como parece, pues, si f y g son continuas y de orden exponencial en [0, +00] v L]f](s) = L[g](s),
entonces f = g; pero, si f y g no son continuas y de orden exponencial en [0, +o0] y L[f](s) = L[g](s),
entonces se puede demostrar que las funciones f y ¢ son casi iguales; esto quiere decir, que pueden
diferir sélo en puntos de discontinuidad.

Teorema 0.4. Sean [ y g dos funciones continuas y de orden exponencial. Si L[f](s) = L[g](s),
entonces f = g.

No daremos la demostracién de este resultado ya que requiere técnicas que estan fuera del alcance
de este curso.

Denotaremos por £L71[F(s)] a la antitransformada de la funcién F(s). Por ejemplo, como L[e%](s) =
—Lentonces L7 [-L-] = e,

s—a’ s—a

Ejemplos de antitransformada.

Vamos a hallar la antitransformada de F(s) = 53(52—+1) . Como

2 2 =2 2 -2

$(s+1) ;+s_2+s3+s+1.
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Entonces

2 2 -2
1 _ p—17% _
[;@;51,£[g+£ ) e )
Como L7'[2] =2, L7V[FF] =2t, L7 [E] = t* y L7}[ZE] = —2e " Se tiene que
2

— = J=92-92t+# -2t
53(s+1)] * ¢

Veamos algunos ejemplos de como aplicar la transformada para resolver ecuaciones diferenciales:

I+r=ce
1) Hallar la solucién de la siguiente ecuacién: z(0) =1
#(0) =1

Llamemos X (s) = L(z(t)). Por la propiedad de la transformada de la derivada se tiene que
L(x(t)) = sL(xz(t)) — x(0) = sX(s) — 1. Usando nuevamente esta propiedad, se cumple que

L(i(t) = s2L(x(t)) — sx(0) — #(0) = 82X (s) — 5 — 1.

%1. Por lo tanto, al aplicar la
obtenemos que L(i+@) = L(e').

Por tltimo, usando la tabla de transformadas, tenemos que L(e)
transformada de Laplace a ambos miembros de la igualdad £+ = e
Usando las igualdades anteriores se llega a que

~

1
[$X(5) —s5 —1] + [s.X(s) — 1] = T

5 —

Operando obtenemos (s? + 5).X (s) = —L=
s2+s5—1
X =
(8) = —=—
Por el método de fracciones simples obtenemos

s2+s5—1 1 -1 1

X(\=2—-—" ~_Z 2 2
() s3—s s+s+1 s—1
Recurriendo a la tabla de transformadas deducimos que la soluciéon es

1 1
z(t)y=1- 56_’5 + §et = 1+ sh(t).

)sea i) = (40 ) wesoer Vo = (5 )y ver= ()

Observemos en primer lugar que podemos escribir la ecuaciéon anterior como un sistema en coor-

denadas dado por { ;U i ier—i—Qz

LLamando X (s) = L(z(t)) e Y(s) = L(y(t)), entonces, tomando transformada a ambos lados
bt s.X(s)+1=2X(s)+Y(s)
OPIEHEMIOS 6 y(s) — 5 = X (s) + 2Y (s)
Equivalentemente, { )E,Q( sf fr) ( )2( SS?S)JFY}ES )::j5

Resolviendo llegamos a que X (s) = SQ:%JFB y que Y (s) = 21 =l descomponiéndolas en frac-

533 y que Y (s) = % + = 3 Luego, utilizando las tablas
podemos determinar que las soluciones vienen dadas por z(t) = —3.e’ + 2.3 e y(t) = 3.’ + 2.¢3! lo
que nos permite determinar el vector V(t) solucién de la ecuacién diferencial.l]

ciones simples tenemos que X (s) = % +

Algunos resultados sin demostracion.
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Para terminar vamos a enuciar unas propiedaes de las cuales daremos una idea de la demostracién.
Para las siguientes propiedades asumimos que la funciéon f es de orden exponencial.

1. lmss i oo SLIf](s
2. lims 100 L£[f](s) = 0.
3. im0 sL[f](s)

Prueba del item 1. Por lo probado anteriormente ( transformada de la derivada) tenemos que

L[f1(s) = sL[f](s) — f(0). Por lo tanto lims— 400 L[f ](s) = lims— 400 SL[f](s) — f(0). Para probar el
item 1. basta probar que lim, ;o £[f ](s) = 0.

, too too +oo
lim L[f](s) = lim f @®)e *tdt = / f @) lim e *'dt = / 0=0.
0

s——+oo s——+oo 0 0 s——+o0
=0
La parte informal de la demos tracion es que no hemos probado que se pueda intercambiar el limite
con el integral (segunda igualdad).
Prueba del item 2.
+oo +oo +oo
z _ z —st _ z —st _ _
Sginooﬁ[f](s) = Sginoo ; f)e ™ dt = /0 f(t) Sginoo e *tdt = /0 0=0.

=0

Prueba del item 3. Nuevamente, por la transformada de la derivada tenemos que L[f](s) =
sL[f](s) — f(0). Por lo tanto

limg 0 £[f'](s) = lims_0 sL[f](s) — £(0). Por otro lado

+0c0 +oo —+00
. 4 s ! —st _ ! 7 —st _ ! —
tim 2171 = [ f0e = [ F @ lmeta= [T f war -

m f(t)— f0).

t——+o0

Combinando las dos igualdades anteriores se tiene que limg_,0 sL[f](s) = Hms— 400 f(1).

Note que
lim —dt # / lim —dt-
s 0

s——+o0 0 s——+oo §
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Tabla de transformadas y transformadas inversas.

ft) [L(N)](s) = F(s) | G(s) RO
1 1 1 1
" _nl_ 1 {1
- t 1 F?:I;) i (?;11)!
, 0 > sita ] I'(a—1)
eat ﬁ ﬁ eat
cos(wt) T e cos(wt)
sen(wt) = iz Lsen(wt)
cosh(wt) == == cosh(wt)
senh(wt) =4 = Lsenh(wt)
f'(t) s-F(s) = f(0) - -
[ f(t)dt LF(s) - -
a.f(t) + b.g(t) a.F(s)+b0.G(s) |a.F(s)+b.G(s)|a.f(t)+b.g(t)
f(t).e® F(s—a) F(s—a) e~ L7HF(s)]
@ fjoo F(s)ds sl existe limtﬁo@
t". f(t) (=)™ L F(s) - _
E(t>:{ O?éi:a(;l L1 =) i i
Ui BT : :
f(t).At) e .L[f(t+a)l - -
f(t) de periodo T T fOT f(t)e stdt - -
(f x9)() F(s).G(s) - -
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