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Pruebas de bondad de ajuste

En esta sección estudiaremos el problema de

ajuste a una distribución. Dada una muestra

X1, X2, ..., Xn

de variables i.i.d. con distribución F , un proble-

ma básico en estad́ıstica es encontrar un mo-

delo para los datos. Por ejemplo, supongamos

que nos interesa ver hasta qué punto es razo-

nable suponer que los datos provienen de una

cierta distribución F0.

Las pruebas estad́ısticas destinadas a la resolu-

ción de este tipo de problemas son las llamadas

Pruebas de Bondad de Ajuste.
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La mayoŕıa de ellas se basa en la convergen-

cia de la función de distribución emṕırica de la

muestra:

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

1{Xi≤x}

a la función de distribución subyacente a la

muestra F .

Dicha convergencia está garantizada en condi-

ciones muy generales por el Teorema de Glivenko-

Cantelli, también llamado Teorema Fundamen-

tal de la Estad́ıstica.
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Teorema Fundamental de la Estad́ıstica

(Glivenko-Cantelli)

Sea X1, X2, · · · , Xn, · · · una sucesión de varia-

bles aleatorias i.i.d. con distribución F , y sea

Fn la función de distribución emṕırica para la

muestra de tamaño n, es decir

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

1(Xi,+∞)(x) =
1

n

n∑
i=1

1[−∞,x)(Xi)

entonces

supx∈IR|Fn(x)− F (x)| −→ 0

con probabilidad 1.
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La Prueba de Kolmogorov y Smirnov

Supongamos entonces que tenemos una mues-

tra

X1, X2, · · · , Xn

proveniente de una distribución F y queremos

realizar la prueba de hipótesis H0 : F = F0 y

H1 : F 6= F0 para una cierta distribución F0.

El teorema anterior sugiere el uso del siguiente

estad́ıstico

KS = supx∈IR|Fn(x)− F0(x)|
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Bajo la hipótesis nula KS (que depende de n)

tenderá a cero, mientras que, bajo la hipótesis

alternativa, la descomposición

KS = supx∈IR|Fn(x)− F0(x)| =

supx∈IR|Fn(x)− F (x) + F (x)− F0(x)|

nos muestra que KS tiende a

supx∈IR|F (x)− F0(x)| 6= 0

de modo que la prueba es consistente frente a

cualquier alternativa.
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Observaciones

Nótese en primer lugar que, por la forma

de la función de distribución emṕırica, si el

supremo involucrado en el cálculo del es-

tad́ıstico KS no se alcanza en alguno de

los puntos de la muestra, entonces tomará

en valor

∆−i = lim
x→X−i

|Fn(x)− F0(Xi)|

para alguno de los puntos de la muestra.
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Calcular KS se reduce entonces a calcular el

máximo entre estos dos valores:

max1≤i≤n{|Fn(Xi)− F0(Xi)|}

max1≤i≤n{∆−i }

O sea el máximo entre:

max1≤i≤n{∆i} = max1≤i≤n{|i/n− F0(X∗i )|}

max1≤i≤n{∆−i } = max1≤i≤n{|(i−1)/n−F0(X∗i )|}
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Se puede mostrar que la distribución ba-

jo H0 del estad́ıstico KS no depende de la

distribución subyacente a la muestra.

La distribución del estad́ıstico de Kolmogo-

rov y Smirnov para la muestra X1, X2, · · · , Xn

es igual a la del estad́ıstico para la muestra

uniforme U1, U2, · · · , Un.

Para tamaños muestrales pequeños una ta-

bla de Montecarlo basada en la distribu-

ción uniforme, da los percentiles para po-

der aplicar la prueba de Kolmogorov-Smirnov.

En el caso asintótico, los percentiles para la

aplicación de la prueba vienen dados por un

famoso resultado debido a Donsker (1952).

9



Se puede mostrar que la distribución ba-

jo H0 del estad́ıstico KS no depende de la

distribución subyacente a la muestra.

La distribución del estad́ıstico de Kolmogo-

rov y Smirnov para la muestra X1, X2, · · · , Xn

es igual a la del estad́ıstico para la muestra

uniforme U1, U2, · · · , Un.

Para tamaños muestrales pequeños una ta-

bla de Montecarlo basada en la distribu-

ción uniforme, da los percentiles para po-

der aplicar la prueba de Kolmogorov-Smirnov.
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La Prueba de Normalidad de Lilliefors

Esta prueba de normalidad utiliza el estad́ıstico

de Kolmogorov y Smirnov, en el caso en que la

media y el desv́ıo de la distribución (descono-

cidos) se estiman utilizando toda la muestra.

Es decir que el estad́ıstico vale

KSL = supx∈IR|Fn(x)−Φ(
x− X̄n

sn
)|

donde Φ es la función de distribución normal

t́ıpica,
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Si determinamos la región cŕıtica usando la ta-

bla de Kolmogorov y Smirnov, el resultado es

una prueba muy conservadora. Lilliefors ha ta-

bulado por el método de Montecarlo los per-

centiles de este estad́ıstico.

La Prueba de Exponencialidad de Lilliefors

Esta prueba de exponencialidad utiliza el es-

tad́ıstico de Kolmogorov y Smirnov, en el caso

en que la media se estima utilizando toda la

muestra. Es decir que el estad́ıstico vale

KSL = supx∈IR|Fn(x)− (1− e−x/X̄n)|.

Lilliefors ha tabulado por el método de Mon-

tecarlo los percentiles de este estad́ıstico.
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