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Pruebas de bondad de ajuste

En esta seccion estudiaremos el problema de
ajuste a una distribucion. Dada una muestra

X1, X5, ..., Xn

de variables i.i.d. con distribucion F', un proble-
ma basico en estadistica es encontrar un mo-
delo para los datos. Por ejemplo, supongamaos
que Nnos interesa ver hasta qué punto es razo-
nable suponer que |los datos provienen de una
cierta distribucion Fy.

Las pruebas estadisticas destinadas a |la resolu-
cion de este tipo de problemas son las llamadas
Pruebas de Bondad de Ajuste.



La mayoria de ellas se basa en la convergen-
Cia de la funcion de distribucion empirica de la
muestra:

1 n
Fa(@) =~ 3" Lx,<n)
1=1

a la funcion de distribucion subyacente a la
muestra F'.

Dicha convergencia esta garantizada en condi-
ciones muy generales por el Teorema de Glivenko-
Cantelli, también llamado Teorema Fundamen-
tal de la Estadistica.



Teorema Fundamental de la Estadistica
(Glivenko-Cantelli)

Sea X1,Xo,---,Xp,--- Una sucesion de varia-
bles aleatorias i.i.d. con distribucion F', y sea
Fy la funcion de distribucion empirica para la
muestra de tamano n, es decir

1 1 &
Fn(2) = — 3 1(X,400) (@) = — 3 Looa)(X0)
entonces

Sup,e gl Fn(z) — F(2)| — 0
con probabilidad 1.



La Prueba de Kolmogorov y Smirnov

Supongamos entonces que tenemos una mues-
tra

X17X27"'7Xn

proveniente de una distribucion F' y queremos
realizar la prueba de hipotesis Hg : F' = Fp VY
Hq . F #= Fpy para una cierta distribucion Fp.
El teorema anterior sugiere el uso del siguiente
estadistico

KS =sup,cRl|fn(z) — Fo(x)]



Bajo la hipotesis nula KS (que depende de n)
tendera a cero, mientras que, bajo la hipotesis
alternativa, la descomposicion

KS = sup_ . glFn(z) — Fo(z)| =

sup,c rlfn(z) — F(z) + F(x) — Fo(x)|
nos muestra que K S tiende a

sup,cRr|F(z) — Fo(z)| =0

de modo que la prueba es consistente frente a
cualquier alternativa.



Observaciones

m Notese en primer lugar que, por |la forma
de la funcidon de distribucion empirica, si el
supremo involucrado en el calculo del es-
tadistico KS no se alcanza en alguno de
los puntos de |la muestra, entonces tomara
en valor

A7 = Iimx_>XZ__|Fn(w) — Fo(X3)]

para alguno de |los puntos de |la muestra.



Calcular KS se reduce entonces a calcular el
Mmaximo entre estos dos valores:

maxlgign{an(Xz‘) — FO(X’L)|}

maxy<;<n{Q; }
O sea el maximo entre:

Maxi<;j<p{Q;} = Maxi<;<p{li/n — Fo(X;)[}

maxlgzgn{AZ—} = maxlgzgn{Kz_l)/n_FO(X:)|}



m Se puede mostrar que la distribucion ba-
JO Ho del estadistico KS no depende de la
distribucion subyacente a la muestra.

LLa distribucion del estadistico de Kolmogo-

rovy Smirnov para la muestra X1, Xo,---, Xy,
es igual a la del estadistico para la muestra
uniforme Uq1,Us,---,Up.

Para tamanos muestrales pequenos una ta-
bla de Montecarlo basada en l|la distribu-
cion uniforme, da los percentiles para po-
der aplicar la prueba de Kolmogorov-Smirnov.

m En el caso asintotico, los percentiles para la
aplicacion de la prueba vienen dados por un
famoso resultado debido a Donsker (1952).
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La Prueba de Normalidad de Lilliefors

Esta prueba de normalidad utiliza el estadistico
de Kolmogorov y Smirnov, en el caso en que la
media y el desvio de la distribucion (descono-
cidos) se estiman utilizando toda la muestra.
Es decir que el estadistico vale
T San)|

donde & es la funcidon de distribucion normal
tipica,

KSL = supxe]R|Fn(x) — P(

11



Si determinamos la region critica usando la ta-
bla de Kolmogorov y Smirnov, el resultado es
una prueba muy conservadora. Lilliefors ha ta-
bulado por el método de Montecarlo los per-
centiles de este estadistico.

La Prueba de Exponencialidad de Lilliefors

Esta prueba de exponencialidad utiliza el es-
tadistico de Kolmogorov y Smirnov, en el caso
en que la media se estima utilizando toda la
muestra. Es decir que el estadistico vale

KSL = sup,. p|Fn(z) — (1 — e~ %/%n)].

Lilliefors ha tabulado por el método de Mon-
tecarlo los percentiles de este estadistico.
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