Capitulo 3

Métodos Jerarquicos de Analisis
Cluster.

3.1. Introduccion.

Los llamados métodos jerarquicos tienen por objetivo agrupar clusters para formar uno nuevo o bien
separar alguno ya existente para dar origen a otros dos, de tal forma que, si sucesivamente se va efectuando
este proceso de aglomeracién o divisién, se minimice alguna distancia o bien se maximice alguna medida de
similitud.

Los métodos jerarquicos se subdividen en aglomerativos y disociativos. Cada una de estas categorias
presenta una gran diversidad de variantes.

1. Los métodos aglomerativos, también conocidos como ascendentes, comienzan el andlisis con tantos
grupos como individuos haya. A partir de estas unidades iniciales se van formando grupos, de forma
ascendente, hasta que al final del proceso todos los casos tratados estdn englobados en un mismo
conglomerado.

2. Los métodos disociativos, también llamados descendentes, constituyen el proceso inverso al anterior.
Comienzan con un conglomerado que engloba a todos los casos tratados y, a partir de este grupo inicial,
a través de sucesivas divisiones, se van formando grupos cada vez mdas pequenos. Al final del proceso
se tienen tantas agrupaciones como casos han sido tratados.

Para fijar ideas, centrémonos un segundo en los métodos aglomerativos. Sea n el conjunto de individuos
de la muestra, de donde resulta el nivel K = 0, con n grupos. En el siguiente nivel se agruparan aquellos dos
individuos que tengan la mayor similitud (o menor distancia), resultando as{ n — 1 grupos; a continuacion,
y siguiendo con la misma estrategia, se agruparan en el nivel posterior, aquellos dos individuos (o clusters
ya formados) con menor distancia o mayor similitud; de esta forma, en el nivel L tendremos n — L grupos
formados. Si se continia agrupando de esta forma, se llega al nivel L = n — 1 en el que sélo hay un grupo,
formado por todos los individuos de la muestra.

Esta manera de formar nuevos grupos tiene la particularidad de que si en un determinado nivel se agrupan
dos clusters, éstos quedan ya jerarquicamente agrupados para el resto de los niveles.

Los métodos jerarquicos permiten la construccién de un arbol de clasificacién, que recibe el nombre de
dendrograma (figura 3.1), en el cual se puede seguir de forma gréfica el procedimiento de unién seguido,
mostrando que grupos se van uniendo, en que nivel concreto lo hacen, asi como el valor de la medida de
asociacién entre los grupos cuando éstos se agrupan (valor que llamaremos nivel de fusién).

En resumen, la forma general de operar de estos métodos es bastante simple. Por ejemplo, en los métodos
aglomerativos se parte de tantos grupos como individuos haya. A continuacion se selecciona una medida de
similitud, agrupandose los dos grupos o clusters con mayor similitud. Asi se continia hasta que:

1. Se forma un solo grupo.
2. Se alcanza el nimero de grupos prefijado.

3. Se detecta, a través de un contraste de significaciéon, que hay razones estadisticas para no continuar
agrupando clusters, ya que los mas similares no son lo suficientemente homogéneos como para deter-
minar una misma agrupacion.
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Figura 3.1: Dendrograma
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3.2. Meétodos Jerarquicos Aglomerativos.

A continuacién vamos a presentar algunas de las estrategias que pueden ser empleadas a la hora de unir
los clusters en las diversas etapas o niveles de un procedimiento jerarquico. Ninguno de estos procedimientos
proporciona una soluciéon éptima para todos los problemas que se pueden plantear, ya que es
posible llegar a distintos resultados segtin el método elegido. El buen criterio del investigador, el conocimiento
del problema planteado y la experiencia, sugerirdn el método méas adecuado. De todas formas, es conveniente,
siempre, usar varios procedimientos con la idea de contrastar los resultados obtenidos y sacar conclusiones,
tanto como si hubiera coincidencias en los resultados obtenidos con métodos distintos como si no las hubiera.

3.2.1. Estrategia de la distancia minima o similitud maxima.

Esta estrategia recibe en la literatura anglosajona el nombre de amalgamamiento simple (single linkage).
En este método se considera que la distancia o similitud entre dos clusters viene dada, respectivamente, por
la minima distancia (o méxima similitud) entre sus componentes.

Asi, si tras efectuar la etapa K-ésima, tenemos ya formados n — K clusters, la distancia entre los clusters
C; (con n; elementos) y C; (con n; elementos) serfa:

d(C;, Cj) = £1\l/I€1é1 {d(z, )} 1=1,...,n;; m=1,...,n; (3.1)
mmGCj

mientras que la similitud, si estuviéramos empleando una medida de tal tipo, entre los dos clusters seria:

s(C;,Cy) = Mac); {s(zr,zm)} 1=1,...,n;; m=1,...,n; (3.2)
z1€C;
Tm €C;

Con ello, la estrategia seguida en el nivel K + 1 sera:

1. En el caso de emplear distancias, se uniran los clusters C; y Cj si

d(civcj) = Min {d(ciuch)} =
i1,J1=1,...,n—
11751
:i11j1:1\1/I}.r.1,n—K L%\ggt {d(xl’xm)} = Loy s m= 1""’nj1
11751 zm €Cy,

2. En el caso de emplear similitudes, se unirdn los clusters C; y C} si

5(Cin G) = i jl:l\{h.i.).{.n—l( {s(Cir, Ci)} =

1751



3.2 Métodos Jerarquicos Aglomerativos.

= Max

i1,51=1,....,n—K

117£J1

zm €C5,

Max {s(z;,zm)}

z1€C4,

l=1,...,n, ; m=1,...

» Ty

donde, como es natural, se ha seguido la norma general de maximizar las similitudes o bien minimizar las

distancias.

Ejemplo 3.1 Partiendo de la matriz de distancias inicial entre 7 individuos

A B C D E F G
Al 0
B|[215 0
cC|07 153 0
D |[1,07 1,14 043 0
E |08 1,38 021 029 0
F|1,16 1,01 055 022 041 0
G|156 283 1,86 2,04 2,02 205 0

los pasos sequidos en un procedimiento cluster jerdrquico ascendente, empleando la estrategia del amalgama-
miento simple, serian los siguientes:

1. Nivel K=1
Min {d(C;,C;)} = d(C, E) = 0,21, por lo que el primer cluster que se forma es el cluster (C, E).
2. Nivel K=2

La matriz de distancias en este paso es:

A B (CEf D F G
A 0
B |215 0
(C,E)| 0,7 1,38 0
D |1,07 1,14 029 0
F |116 1,01 041 022 0
G |156 2.8 1,8 2,04 205 0

Ahora bien, Min {d(C;,C;)} = d(D, F) = 0,22, por lo que se forma el cluster (D, F).

3. Nivel K=3

La matriz de distancias en este paso es:

A B (C,E) (D,F) G
A 0
B |215 0
(C,E) | 0,7 1,38 0
(D,F) | 1,07 1,01 0,29 0
G |156 28 1,8 204 0

En este caso, Min{d(C;,C;)} = d{(C,E), (D, F)} = 0,29, formdndose el cluster ((C, E), (D, F)).
4. Nivel K=4

La matriz de distancias en este paso es:

A B (CEL,DF) G
A 0
B 215 0
((C,E),(D,F)) | 0,7 1,01 0
G 1,56 2,83 1,86 0
En este caso, Min{d(C;,C;)} = d{A, ((C,E), (D, F))} = 0,7, formdndose el cluster

(4, ((C, E), (D, F)))-
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5. Nivel K=5

La matriz de distancias en este paso es:

(A,((C,E),(D,F))) B G
(A,((C,E),(D,F))) 0
B 1,01 0
G 1,56 2,83 0

En este caso, Min{d(C;,C;)} = d{B, (A, ((C,E), (D, F)))} = 1,01, formdndose el cluster
(B, (4,((C, E), (D, F))))-

6. Nivel K=6

La matriz de distancias en este paso es:

(B,(A,((C,E),(D,F)))) G
(B,(A,((C,E),(D,F)))) 0
G 1,56 0

Este serd el ultimo paso, en el cual, evidentemente, se tendrd un unico cluster formado por los 7
individuos.

El dendrograma asociado es el de la figura 3.2

Figura 3.2: Método del amalgamamiento simple
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3.2.2. Estrategia de la distancia maxima o similitud minima.

En este método, también conocido como el procedimiento de amalgamamiento completo (complete linka-
ge), se considera que la distancia o similitud entre dos clusters hay que medirla atendiendo a sus elementos
mas dispares, o sea, la distancia o similitud entre clusters viene dada, respectivamente, por la méxima
distancia (o minima similitud) entre sus componentes.

Asi pues, al igual que en la estrategia anterior, si estamos ya en la etapa K-ésima, y por lo tanto hay
ya formados n — K clusters, la distancia y similitud entre los clusters C; y C; (con n; y n; elementos
respectivamente), seran:

d(C;,Cj) = Mac)g {d(z,zmm)} 1=1,...,n; s m=1,...,n; (3.3)
oned,

s(Cy, Cj) = Miél_ {s(zi,zn)} l=1,....n;; m=1,...,n; (3.4)
ameCy

y con ello, la estrategia seguida en el siguiente nivel, K + 1, sera:
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1. En el caso de emplear distancias, se unirdn los clusters C; y Cj si

d(C;,Cj) = Min  {d(C;,,Cj)} =
i1,j1=1,...,n—
11751
:i1,j1:1\1/I}.I.1,n—K Ilzvé%}z(l {d(xl,lUm)} = Lo.oymy s m= 1,...777,]-1
R zm €C},

2. En el caso de emplear similitudes, se unirdn los clusters C; y C}; si

5(0170]) = Max {S(Ciucjl)} =
i1,51=1,....,n—K
11751
= M Mi l=1,...,n4 ; =1,...,n;
il,jlzl,z.)i}fn—K 9116161'31 {s(xl,xm)} s y My 5 T s y Ty
117£J1 zm€Cyy

Ejemplo 3.2 En el mismo ejemplo anterior se tendrd:
1. Nivel K=1
Min {d(C;, C;)} = d(C, E) = 0,21, por lo que el primer cluster que se forma es el cluster (C, E).
2. Nivel K=2

La matriz de distancias en este paso es:

A B (CEf D F G
0

2,15 0

085 1,53 0

1,07 1,14 043 0

1,16 1,01 055 022 0
1,56 2,83 2,02 204 205 0

a
QﬂUbWP

Ahora bien, Min {d(C;,C;)} = d(D, F) = 0,22, por lo que se forma el cluster (D, F).
3. Nivel K=3

La matriz de distancias en este paso es:

A B (C,E) (D,F) G
A 0
B |215 0

(C,E) | 0,85 1,53 0

(D,F) | 1,16 1,14 055 0
G |156 28 202 205 0

En este caso, Min{d(C;,C;)} = d{(C, E), (D, F)} = 0,55, formdndose el cluster ((C,E), (D, F)).
4. Nivel K=4

La matriz de distancias en este paso es:

A B ((CE),DJF)) G
A 0
B 215 0
((C,E),(D,F)) | 1,16 1,53 0
G 1,56 2,83 2.05 0
En este caso, Min {d(C;,C;)} = d{A,((C, E),(D,F))} = 1,16,

il =
formdndose el cluster (A, ((C,E), (D, F))).
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5. Nivel K=5

La matriz de distancias en este paso es:

(A,((C,E),(D,F))) B G
(A,((C,E),(D,F))) 0
B 2,15 0
G 2,05 2,83 0

En este caso, Min{d(C;,C;)} = d{G, (A, ((C,E), (D, F)))} = 2,05, formdndose el cluster
(G, (A, ((C, E), (D, F)))).

6. Nivel K=6

La matriz de distancias en este paso es:

(G,(A,((C,E),(D,F)))) B
(G,(A,((C,E),(D,F)))) 0
B 2,83 0

Este sera el ultimo paso, en el cual, evidentemente, se tendrd un unico cluster formado por los 7
indiwiduos.

El dendrograma asociado es el de la figura 3.3

Figura 3.3: Método del amalgamamiento completo
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3.2.3. Estrategia de la distancia, o similitud, promedio no ponderada. (Weigh-
ted aritmethic average)

En esta estrategia la distancia, o similitud, del cluster C; con el C; se obtiene como la media aritmética
entre la distancia, o similitud, de las componentes de dichos clusters.

Asi, si el cluster C; (con n; elementos) estd compuesto, a su vez, por dos clusters C;, y C;, (con n;, y
n;, elementos respectivamente), y el cluster C; posee n; elementos, la distancia, o similitud, entre ellos se
calcula como

d(0i1 ) CJ) + d(Ciz ) CJ)
2

Notemos que en este método no se tiene en cuenta el tamano de ninguno de los clusters involucrados en el
célculo, lo cual significa que concede igual importancia a la distancia d(C;,, C;) que a la distancia d(C;,, C;).

d(C;,Cj) =

(3.5)

Ejemplo 3.3 Continuando con el ejemplo anterior, ahora tendremos:
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1. Nivel K=1
Min {d(C;,C;)} = d(C, E) = 0,21, por lo que el primer cluster que se forma es el cluster (C, E).
2. Nivel K=2

La matriz de distancias en este paso es:

A B (CEf D F G
0

215 0

0,775 1,455 0

1,07 1,14 036 0

1,16 1,001 048 022 0
1,56 2,83 1,94 2,04 205 0

Ahora bien, Min {d(C;,C;)} = d(D, F) = 0,22, por lo que se forma el cluster (D, F).
3. Nivel K=3

La matriz de distancias en este paso es:

a
QmOL W

A B (C,E) (D,F) G
A 0
B |215 0

(C,E) | 0,775 1455 0

(D,F) | 1,115 1,075 0,42 0
G | 156 28 194 2045 0

En este caso, Min{d(C;,C;)} = d{(C, E), (D, F)} = 0,42, formdndose el cluster ((C,E), (D, F)).
4. Nivel K=4

La matriz de distancias en este paso es:

A B ((CE),DF) G
A 0
B 215 0
((C,E),(D,F)) | 0,945 1,265 0
G 156 283 1,9925 0

En este caso, Min{d(C;,C;)} = d{A, ((C,E), (D, F))} = 0,945, formdndose el cluster
(4,((C, E), (D, F)))-

5. Nivel K=5

La matriz de distancias en este paso es:

(A,((C,E),(D,F))) B G
(A,((C,E),(D,F))) 0
B 1,7075 0
G 1,77625 2,83 0

En este caso, Min{d(C;,C;)} = d{B, (A, ((C,E), (D, F)))} = 1,7075, formdndose el cluster
(B, (4, ((C, E), (D, F))))-

6. Nivel K=6

La matriz de distancias en este paso es:

(B,(A,((C,E),(D,F)))) G
(B,(A,((C,E),(D,F)))) 0
G 2,303125 0

Este serd el ultimo paso, en el cual, evidentemente, se tendrd un unico cluster formado por los 7
individuos.

El dendrograma asociado a este ejemplo es el de la figura 3.4
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Figura 3.4: Método del promedio no ponderado
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3.2.4. Estrategia de la distancia, o similitud, promedio ponderada. (unweighted
aritmethic average)

Se considera que la distancia, o similitud, entre dos clusters, viene definida por el promedio ponderado
de las distancias, o similitudes, de los componentes de un cluster respecto a los del otro.

Sea dos clusters, C; y C}; supongamos que el cluster C; esta formado, a su vez, por otros dos clusters,
Ci, y Ci,, con ny, y n;, elementos respectivamente. Sea n; = n;, + n;, el nimero de elementos de C; y n;
el ndmero de elementos que componen C;. Entonces, en términos de distancias (igual puede hacerse para
similitudes), la distancia promedio ponderada serfa, notando x; € C;, x;, € C;,, zi, € Ci,, z; € C;

niy +Niy Ny

d(C;, Cy) = (L Z Zd%%

nzl 'ILJ 7'742 'ILJ
= E E d(z;,,x; E E d(zy,x;
19 J 129 ]
n n; (ngy +ny
(71+ 72 =1 j=1 ! + 72 ia=1j=1
ng, Niy Ny ns, Niy Ny
=% _ E E dzi,, zj) + —————— E E d(ziy, xj) =
(niy, +niy)nin;j == (n; —|—n12)n12nj ==
n; n;
= —"1d(C;,,C; W)+ —2d(C,,C; ) =
119 129
nll + n’Lg nll + n’L2

_ n4,d(Ci,, Cy) 414, d(Cy,, Cy)
B Ng, + Ny

(3.6)

con lo cual la distancia d(C;, C;) es el promedio ponderado de las distancias de cada uno de los dos clusters
previos, C;, y C;,, con respecto al cluster Cj.

Ejercicio 3.1 Comprobar que, con la estrategia de la distancia promedio ponderada, se tiene

(0. 4,0, 1) = 2D D A b)) _

d(a,d) + d(a,e) + d(a, ) + d(b,d) + d(b,e) + d(b, f) + d(c,d) + d(c, e) + d(c, f)
9

Ejemplo 3.4 Siguiendo con el ejemplo tratado anteriormente, ahora tendremos:

1. Nivel K=1
Min {d(C;, C;)} = d(C, E) = 0,21, por lo que el primer cluster que se forma es el cluster (C, E).
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2. Nivel K=2

La matriz de distancias en este paso es:

A B (CE) D F G
A 0
B | 215 o0
(C,E) | 0,775 1455 0
D | 107 1,04 036 0
F | 116 1,01 048 022 0
G | 156 28 194 204 205 0

Ahora bien, Min {d(C;,C;)} = d(D, F) = 0,22, por lo que se forma el cluster (D, F).
3. Nivel K=3

La matriz de distancias en este paso es:

A B (C.E) (D)F) G
A 0
B |215 0
(C,E) | 0,775 1455 0
(D,F) | 1,115 1,075 0,42 0
G | 156 28 194 2045 0

En este caso, Min{d(C;,C;)} = d{(C, E), (D, F)} = 0,42, formdndose el cluster ((C, E), (D, F)).

4. Nivel K=4

La matriz de distancias en este paso es:

A B ((GE),(DD,F) G
A 0
B 215 0
((C,E),(D,F)) | 0,945 1,265 0
G 1,56 2,83 1,9925 0

En este caso, Min{d(C;,C;)} = d{A, ((C,E), (D, F))} = 0,945, formdndose el cluster
(4, ((C, E), (D, F))).

5. Nivel K=5

La matriz de distancias en este paso es:

(A,((CE),(D,F)) B G
0

(A,((C,E),(D,F)))
B 1,442 0
G 1,906 2,83 0

En este caso, Min{d(C;,C;)} = d{B, (A, ((C, E),(D, F)))} = 1,442, formdndose el cluster

(B, (A, ((C,E), (D, F)))).
6. Nivel K=6

La matriz de distancias en este paso es:

(B,(A,((C,E),(D,F)))) G
(B,(A,((C,E),(D,F)))) 0
G 2,06 0

Este sera el ultimo paso, en el cual, evidentemente, se tendrd un unico cluster formado por los 7
individuos.

El dendrograma asociado a este ejemplo es el de la figura 3.5
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Figura 3.5: Método del promedio ponderado
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3.2.5. Meétodos basados en el centroide.

En estos métodos, la semejanza entre dos clusters viene dada por la semejanza entre sus centroides, esto
es, los vectores de medias de las variables medidas sobre los individuos del cluster.
Entre ellos distinguiremos dos:

1. Método del centroide ponderado, en el que los tamanos de los clusters son considerados a la hora de
efectuar los célculos.

2. Método del centroide no ponderado, o método de la mediana, en el cual los tamanos de los clusters no
son considerados.

Veamos cada uno de ellos por separado:

1. En cuanto al primero de ellos y centrandonos en la distancia euclidea al cuadrado, supongamos que
pretendemos medir la distancia entre los clusters C; (compuesto por n; elementos) y C; (formado
a su vez por dos clusters, C;, y C;,, con n;, y n;, elementos, respectivamente). Sean m?, m® y
m' los centroides de los clusters anteriormente citados (obviamente, esos centroides son vectores n
dimensionales).

Asi, el centroide del cluster C; vendra dado en notacién vectorial por:

%

ng,m' + n;,m'
m = -——

Ny + Ny

cuyas componentes seran:

71 79
mi — N3 My + N,y I=1
j=— =
Ny + Ny

Con ello, la distancia euclidea al cuadrado entre los clusters C; y C; vendra dada por:
- j N\ 2 " i n; mi1+n. miz 2
d3(Cj,C) = (m{ —m;) =3 | I TR
=1 =1 Ny + Ny

n

i] iz
: SN My M, M
= Ny + Ny

(nil )2(m§1)2 + (ni2)2(mli2)2 + Ny Ny, (mlil)2 + N, Ny, (m§2)2

+
(nil + ni2)2

+
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i1\2 i2\2 i1, i
—Niy My (M) = Ny gy (M) 4 204, ng,my my?

2
(nil + ni2)

il iz
i N, M, + n;,m
_ (mg)Q _2mg 177 2

= Ng, + Ny

(nil + ni2)ni1 (m’lil)2 —+ (nil + ni2)n’i2 (m§2)2

(nil + ni2)2

:Zn: Ty (mf) + N, (ml) Ty (m;1)2 n12(mli2)2
=1 nzl + niQ nll + n’LQ nll + n'LQ
n;, mi g, m; N4, My , 12
e T gy T Mt ] =
iy T Miy Ny + Ny (ni, + nlz)
n
n .12 n 2
I e e e L
=1 11 12 11 10
iy Ny ; 12
_ 1 "Yig 5 [m;l 7m;2] —
(77’11 + niz)
Ty 2 Ny 2 iy iy 2
=———d5(C;,,C) + ds(C;,,Cs) — d5(C; ; 3.7
m—1+ni2 2( i1 ]) ni1+ni2 2( 129 ]) (ni1+ni2)2 2( 119 zz) ( )

Comentario 3.2.1 Notese que la relacion anterior se ha establecido para el caso particular de la
distancia euclidea. No obstante, dicha relacion se sigue verificando si la distancia empleada viene
definida a partir de una norma que proceda de un producto escalar. *

FEsta hipotesis puede relajarse aun mdas hasta considerar distancias que procedan de una morma que
verifique la ley del paralelogramo

[l +yl? + [Jo =yl =2 [ll2|* + [|ylI*]

ya que en tales circunstancias se puede definir un producto escalar a partir de ella como

<ay>= [lle+yll* = llz = ylP]

|

2. Una desventaja del procedimiento anterior estriba en que si los tamanos n;, y n;, de los componentes
de C; son muy diferentes entre si, se corre el peligro de que el centroide de dicho cluster, m?, esté in-
fluenciado excesivamente por el componente con tamano superior y las cualidades del grupo pequeno
no se tengan practicamente en cuenta.

Asf la estrategia de la distancia mediana, al considerar de forma arbitraria que n,;, = n;,, provoca que
el centroide del cluster C; esté situado entre los clusters C;, y C;, v con ello el centroide del cluster
(C;, C;) esté localizado en el punto central o mediana del tridngulo formado por los clusters C;, , Ci, ¥
Cj.

Salvo esta diferencia, la estrategia de la distancia mediana es andloga a la anterior y, por lo tanto, goza
de sus mismas caracteristicas. Asi, si estamos hablando de distancias, la distancia entre el cluster C; y
el C; viene dada por

1Dado un producto escalar en un espacio vectorial, se puede definir la norma de un vector como la raiz cuadrada positiva
del producto escalar del vector por si mismo.
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1
d<CL7 Cj) = [d(ch ) C]) + d(c’i2 ) OJ)] - Zd(ch ) Ciz)

N | =

y si hablamos de similitudes

1

s(Ci, Cg) = 5 [s(Ci, Cj) + 8(Cia, C)] + 1 [ = 8(Ciy, Oy )]

NN

Notemos que una caracteristica de los métodos basados en el centroide y sus variantes es que el valor de
similaridad o la distancia asociada con los clusters enlazados puede aumentar o disminuir de una etapa a
otra. Por ejemplo, cuando la medida es una distancia, la distancia entre los centroides puede ser menor que
la de otro par de centroides unidos en una etapa anterior. Esto puede ocurrir ya que los centroides, en cada
etapa, pueden cambiar de lugar. Este problema puede llevar a que el dendrograma resultante sea complicado
de interpretar.

Ejemplo 3.5 Consideremos los siguientes individuos sobre los cuales se han medido dos variables y apli-
quemos los métodos del centroide ponderado y el de la mediana, empleando para ello la distancia euclidea al
cuadrado.

Individuo | X7 | X9
A 10 5
B 20 | 20
C 30| 10
D 30| 15
E 51 10

Método del Centroide Ponderado.

1. Nivel 1:

La matriz inicial de distancias es

A B C D E

0
325 0
425 200 O

500 125 25 O
50 325 625 650 O

s#EOoQ®E»

A la vista de esta matriz se unen los individuos C' y D. El centroide del cluster (C, D) es (30, 12,5).
2. Nivel 2:

La matriz de distancias en este paso es

A B (CD) E
A 0
B 325 0

(C,D) | 456,25 156,25 0
E 50 325 631,25 0

uniéndose en este nivel los individuos A y E. El centroide del cluster (A, E) es (7,5,7,5).
3. Nivel 3:

La matriz de distancias en este nivel es

(A\E) B (C,D)
(AE)| 0

B | 3125 0

(C,D) | 531,25 156,25 0

En este nivel se unen los clusters (C, D) y B. El centroide del cluster (B,C, D) es (26,66, 15).
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4. Nivel 4:

La matriz de distancias en este nivel es

(AE) (B,C,D)
(A,E) 0
(B,C,D) | 423,35 0

completdndose asi la jerarquia. El centroide es el punto (19,12).

El dendrograma asociado es el de la figura 3.6

Figura 3.6: Método del centroide ponderado
A E C D B

- I _'};_' j """ L

16625 -~ - o cmmemm e o

423351 ---------------

Centroide Ponderado

Método de la mediana.

1. Nivel 1:

La matriz inicial de distancias es

A B C D E

0
325 0
425 200 O

500 125 25 O
50 325 625 650 O

EoQw»

A la vista de esta matriz se unen los individuos C y D. El centroide del cluster (C, D) es (30,12,5).

2. Nivel 2:

La matriz de distancias en este paso es

A B (CD) E
A 0
B 325 0
(C,D) | 456,25 156,25 0
E 50 325 631,25 O

uniéndose en este nivel los individuos A y E. El centroide del cluster (A, E) es (7,5,7,5).

3. Nivel 3:

La matriz de distancias en este nivel es
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(A.E) B (CD)
(ALE) 0
B | 3125 0
(C,D) | 531,25 156,25 0
En este nivel se unen los clusters (C, D) y B. El centroide del cluster (B,C, D) es (25,16,25).
4. Nivel 4:

La matriz de distancias en este nivel es

(A,E) (B,C,D)
(A.E) 0
(B,C,D) | 382,81 0

completdndose ast la jerarquia. El centroide es el punto (16,25,11,875)

El dendrograma asociado es el de la figura 3.7

3.2.6.

Figura 3.7: Método de la mediana
A E C D B

- _'L"_' _'J """ L

15625 {- - - oo

38281 +F-----------—-

Mediana

Método de Ward.

El método de Ward es un procedimiento jerarquico en el cual, en cada etapa, se unen los dos clusters
para los cuales se tenga el menor incremento en el valor total de la suma de los cuadrados de las diferencias,
dentro de cada cluster, de cada individuo al centroide del cluster.

Notemos por

m* al centroide del cluster k, con componentes m;.

k

i; al valor de la j—ésima variable sobre el i—ésimo individuo del k—ésimo cluster, suponiendo que

dicho cluster posee ny individuos.

k

FE. a la suma de cuadrados de los errores del cluster k, o sea, la distancia euclidea al cuadrado entre
cada individuo del cluster k a su centroide

ng n Nk n n
B= 303l = 3 Sk 3
=1 j=1 i=1 j=1 Jj=1

FE a la suma de cuadrados de los errores para todos los clusters, o sea, si suponemos que hay h clusters

h
E= Z E},
k=1



3.2 Métodos Jerarquicos Aglomerativos. 15

El proceso comienza con m clusters, cada uno de los cuales estd compuesto por un solo individuo, por
lo que cada individuo coincide con el centro del cluster y por lo tanto en este primer paso se tendrda Ej = 0
para cada cluster y con ello, £ = 0. El objetivo del método de Ward es encontrar en cada etapa aquellos dos
clusters cuya unién proporcione el menor incremento en la suma total de errores, F.

Supongamos ahora que los clusters C), y C; se unen resultando un nuevo cluster C;. Entonces el incremento
de E serd

AEy, =E, —E,— E, =

¢ n n Np n n Ng n n
= (22 @) =y (mi)? | = 13D (@) =y (m))?| = 3D (wf)* —ng Y (m)?| =
=1 j=1 j=1 =1 j=1 Jj=1 =1 j=1 Jj=1
n n n
=np Y (mf)* + 1y (m)* =gy (mh)?
Jj=1 j=1 j=1
Ahora bien
ntméi = npm§ + nqmj-
de donde
ni(mh)? = nf,(m?)Q + ng(mg)2 + 2npngmim}
y como
Pd _ (0 P)2 QN2 _ (P _ 02
2mim] = (mj) + (mj) (mj mj)
se tiene
2 t\2 P\2 q\2 _ P _ ,9)\2
Ty (mj) np(np + nq)(mj) + ng(ny + nq)(mj) ”p”q(mj mj)

Dado que ny = n, + ng, dividiendo por n? se obtiene

t\2 _ M, opy2 Mg, g2 TpTlq, p q\2
m;)" = —m;)"+—(m;)” — m; —m;
( ]) nt( j) nt( _]) n% ( ] ])

con lo cual se obtiene la siguiente expresién de AE,,:

n

n n
n n ny,Nn,
np ) ()" +mg Y (m)? =iy [nf(m?)Q o (mi)? = =t (] - m?f]
j=1 j=1

= ¢ nt
AByy =y 3007+ g 30 =y 37 = 38 4 2 S it
j=1 j=1 j=1 j=1 =1
NpNy
_ 'rq Z P, 0\2
- (mf —mj)
Jj=1

Asi el menor incremento de los errores cuadréticos es proporcional a la distancia euclidea al cuadrado de
los centroides de los clusters unidos. La suma E es no decreciente y el método, por lo tanto, no presenta los
problemas de los métodos del centroide anteriores.

Veamos, para finalizar, como se pueden calcular los distintos incrementos a partir de otros calculados con

anterioridad.
Sea C} el cluster resultado de unir C, y Cj y sea C, otro cluster distinto a los otros dos. El incremento
potencial en E que se produciria con la unién de C,. y Cy es

Teniendo en cuenta que
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P q
mt — npmj+nqmj
J ny
ng = Ny + Ng
y la expresién
t\2 _ Mp, py2 |, Mg, g2 Nplg, p q)2
se deduce
(m} — m§)2 = (mg)2 + (m;)2 —2mim} =
p q
m2, " 2, Mg, g2 Mg, p a\2  MpMy + Ngm;
= ) — : — . — —2m. =
(m)? o+ 52 m)? + T (m)? = P25 m ) -
= np(m§)2+n‘Z(mJ)2 nP(mP)QJr@ mQ)Q
z Tt J T
npym- + nom?
”p;lq( §?_mg)2_ ml P aty _
ny nt
_ Ny, P2 q (T a2 Nplg, p q\2
_E(mj_mj) +n7t(mj_mj) - n? ( J_mj)
con lo cual
nen -
AE., = riit Z T t\2
rt Ny + Ny j=1( J mJ)

Ny + Ny 4= Ny + Ng 4= ni (. +ng) <
1 Jj=1 Jj=1
n
1 r p 2 MeNplg q\2
= nynp(mi —my)” + neng(myi —mj) (mf —mi)*| =
Ny + Ny Np + Ny

1
= ———[(nr +np) ALy + (N + 1g) AErg — 1y AE]
Ny + Ny
Al igual que en los anteriores métodos del centroide se puede demostrar que la relacién anterior se sigue
verificando para una distancia que venga definida a partir de una norma que proceda de un producto escalar
o que verifique la ley del paralelogramo.

Ejemplo 3.6 Veamos codmo funciona este procedimiento en el caso de 5 individuos sobre los cuales se miden
dos variables. Los datos son los siguientes

Individuo | X1 | X9
A 10 5
B 20 | 20
C 30| 10
D 30| 15
E 51 10

Nivel 1

En este primer paso hemos de calcular las (g) = 10 posibles combinaciones.
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Particion Centroides E; E AFE
(A,B),C,D,E | Cap = (15,12,5) Eap = 1625 162,5 | 162,5
) ) b) b ) b EC — ED — EE — 0 b b
~ Eac = 2125
(A,C),B,D,E | Cac = (20,7,5) Eo e By = By —o | 21252125
B Eap = 250

(A,D),B,C,E | Cap = (20,10) Eo Bo— Ep—o |20 |250

(A,E),B,C,D | Cap = (7,5,7,5) Eap =25 25 |25

) ) b b 1~ b EB — EC — ED — O

B Epc = 100

(B,C),A,D,E | Cgc = (25,15) Fhe By — Ey—o | 100 |100
B Epp = 62,5

(B,D),A,C,E | Cpp = (25,17,5) | 7 R0 o 1625|625
B Epp = 1625

(B,E),A,C,D | Cpp = (12,5,15) B B — By —q | 16251625
B Ecp =125

(C,D),A,B,E | Cep = (30,125) | P "p 7 o 1125|125
B . Ecp = 3125

(C,E),A,B,D | Ccp = (17,5; 10) Eoe Br— By —0 | 31253125
B . Epg = 325

(D,E), A, B,C | Cpp = (175,125) | D7 57 o 1825 | 325

4

A partir de la configuracion actual tomamos las (2) = 6 combinaciones posibles.

Particion Centroides E; E AFE
(A,C,D),B,E | Cacp = (23,33,10) Eacp = 316,66 1 316 66 | 30416
Eg=Eg=0
B Epcp = 116,66
(B,C,D),A,E | Cgcp = (26,66,15) B By =0 116,66 | 104,16
(C,D,E),A,B | Copr = (21,66,11,66) Ecopp = 433,33 433,33 | 420,83
E,=FEp=0
Eap = 1625
Cap = (15,12,5) —
(4,B),(C,D), B | 77— (30.125) Ecp =125 175 162,5
Ep =0
Fag =25
CAE - (7357 775) _
(4,8),(C,D), B | "~ (30.12.5) Ecp =125 375 |25
Epz=0
B Epp = 1625
(B,E),(C,D), A Upe = (12,5,15) Ecp =125 175 162,5
Cep = (30,12,5) Ere

de donde se deduce que en esta etapa se unen los elementos A y E. La configuracion actual es

(A, E),(C,D),B.
Paso 3

A partir de la configuracion actual tomamos las (

3
2

) = 3 combinaciones posibles.

Particion Centroides Ey E AE
(A,C,D,E),B | Cacpr = (18,75,10) ?‘Cfg = 968,75 | 568 75 | 531,25
5=
Cape = (11,66,11,66) | Eapp = 233,33
(4,B,E),(C.D) | A% (30.12.5) Eon— 125 2458 | 208,3
Cag = (7,5,7,5) Esp =25
(4,B),(B,C,D) | 2% = (26,66, 15) Eoor — 11666 | 141,66 | 104,16

de donde se deduce que en esta etapa se unen los clusters B y (C, D). La configuracion actual es
(A, E),(B,C,D).

17

de donde se deduce que en esta etapa se unen los elementos C y D. La configuracion actual es (C, D), A, B, E.
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Paso 4

Evidentemente en este paso se unirdn los dos clusters existentes. Los wvalores del centroide y de los
incrementos de las distancias serdn los siguientes

Particion Centroide F AFE
(A,B,C,D,E) | Capcpr = (19,12) | 650 | 508,34

El dendrograma asociado es el de la figura 3.8

Figura 3.8: Método de Ward

A E C D B
7] ittt Salaletalee F----- —
104,76 4o om oL
508.34F - co oo
Ward

3.3. Foérmula de recurrencia de Lance y Williams.

A continuacién vamos a exponer una expresién debida a Lance y Williams en 1967 que intenta aglutinar
todos los métodos anteriores bajo una misma férmula. Concretamente la expresién que dedujeron dichos
autores proporciona la distancia entre un grupo K y otro grupo (I,.J) formado en una etapa anterior por
la fusién de dos grupos. Obviamente dicha expresion tiene importantes aplicaciones desde el punto de vista
computacional ya que permite una reduccién considerable en los calculos.

La féormula en cuestion es la siguiente

d(K,(I,7)) = ard(K,I) + a;d(K, J) + Bd(I,J) + y|d(K, I) — d(K, J)|

De esta manera el cdlculo de las distancias entre grupos usadas por las técnicas jerarquicas descritas
anteriormente son casos particulares de la expresion anterior, para una elecciéon conveniente de los pardmetros
arg, ag, By . Algunos de estos coeficientes han sido ya deducidos en la descripcion de los métodos anteriores
(métodos del promedio ponderado y no ponderado, método del centroide, método de la mediana y método
de Ward).

Veamos ahora como el método del amalgamamiento simple y el del amalgamamiento completo pueden
ser también englobados bajo esta filosofia.

Amalgamamiento simple

Supongamos que en una etapa se dispone de un cluster C; y de otro C; que es fruto de la unién de
otros dos clusters, C;, y C;, en una etapa anterior. El método del amalgamamiento simple determina que la
distancia entre ambos clusters se establece como la menor distancia existente entre los elementos de ambos
clusters; evidentemente, al estar constituido el cluster C; por otros dos clusters C;, y C,,, dicho criterio
equivale a calcular el minimo de las distancias entre el cluster C; y C;, y entre C; y C},. Teniendo en cuenta
la siguiente igualdad (de fécil comprobacién)

1 1
Min(a,b) = i(a—i—b) - §|a— b|

se tiene
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d(Cja O’L) = Min {d(C]7 Cil )a d(Cj7 Clz)} =

1 1 1
= §d(cjv Cll) + id(cﬁ 022) - 5 ‘d(cﬁ Ch) - d(CJ7 CZ2)|
que corresponde a la expresién anterior con
1
ary =ag = 5 ;
Amalgamamiento completo

En las mismas hipétesis que en el caso anterior y usando la expresién

1 1
Max(a, b) = §(a+b) + §|a— bl

se tiene para el método del amalgamamiento completo

d(Cja Ol) = Max {d(CJa Ci1)’ d(Cj7 Ciz)} =

1 1 1
= 5d(C5, Ciy) + 5d(C;, Ciy) + 51d(C, Ciy) = d(Cy, O, )|
que corresponde a la férmula de Lance y Williams con

1 1

ap=ay=5; f=0; v=3

Extrayendo los resultados obtenidos en apartados anteriores para otros procedimientos se puede compro-
bar la validez de la férmula de recurrencia para dichos pardmetros. Concretamente:

1. Método del promedio no ponderado

2. Método del promedio ponderado

Mgy Uz
ap=——"—; aj=——-—"—"— 3 f=7=0
Mg, + N,y Ng, + M,

3. Método del centroide

Para la distancia euclidea al cuadrado se tiene

77,1'1 TLZ'2
ap=—2—  aj=—2__ : B=—aray ; v=0
I ni, T ni, 3 J ni, + ni, ’ 6 oy 5
4. Método de la mediana
1 1
= = - 3 = —= 3 = 0
ar=ay =g B 17
5. Método de Ward
Para la distancia euclidea al cuadrado se tiene
ni, +n; Ng, + Ny n;j
ap=—>2—"2— s ay=—2—"2— ; F=— . ; v=0

Niy + Ny, + 1 Niy + Ny + 1
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3.4. Meétodos Jerarquicos Disociativos.

Como se comenté en la introduccién de este capitulo, los métodos disociativos, constituyen el proceso
inverso a los aglomerativos. Comienzan con un conglomerado que engloba a todos los casos tratados y, a
partir de este grupo inicial, a través de sucesivas divisiones, se van formando grupos cada vez menores. Al
final del proceso se tienen tantas agrupaciones como casos han sido tratados.

En cuanto a la clasificacién de estos métodos se puede decir que la filosofia de los métodos aglomerativos
puede mantenerse para este otro tipo de procedimientos en lo que concierne a la forma de calcular la
distancia entre los grupos, si bien, como es 16gico, al partir de un grupo unico que hay que subdividir, se
seguira la estrategia de maximizar las distancias, o minimizar las similaridades, puesto que buscamos ahora
los individuos menos similares para separarlos del resto del conglomerado.

Esta clase de métodos son esencialmente de dos tipos:

1. Monotéticos, los cuales dividen los datos sobre la base de un solo atributo y suelen emplearse cuando
los datos son de tipo binario.

2. Politéticos, cuyas divisiones se basan en los valores tomados por todas las variables.

Esta clase de procedimientos es bastante menos popular que los ascendentes por lo que la literatura sobre
ellos no es muy extensa. Una cuestién importante que puede surgir en su desarrollo es el hecho de cuindo
un cluster determinado debe dejar de dividirse para proceder con la divisién de otro conglomerado distinto.
Dicha cuestién puede resolverse con la siguiente variante expuesta por MacNaughton-Smith en 1964 y que
estd concebida para aquellas medidas de asociacion que sean positivas.

Dicho procedimiento comienza con la eliminacién del grupo principal de aquel individuo cuya distancia
sea mayor, o cuya similaridad sea menor, al cluster formado por los restantes individuos, tomando como base
para calcular dichas distancias o similaridades cualquiera de los procedimientos anteriormente descritos en
los métodos ascendentes. Asi se tiene un cluster unitario y otro formado por los restantes individuos.

A continuacién se anadird al cluster unitario aquel elemento cuya distancia (similaridad) total al resto
de los elementos que componen su actual cluster menos la distancia (similaridad) al cluster anteriormente
formado sea maxima (minima). Cuando esta diferencia sea negativa dicho elemento no se anade y se repite
el proceso sobre los dos subgrupos.

Ejemplo 3.7 Retomemos la matriz de distancias del ejemplo 3.1
El método de cdlculo de las distancias serd la del método del amalgamamiento simple. (Se propone como
ejercicio el empleo de los otros tipos de estrategia,).

A B C D E F G

0
215 0
0,7 153 0

1,07 1,14 043 0
0,85 1,38 021 029 0

1,16 1,01 055 0,22 041 0
1,56 2,83 1,86 2,04 2,02 2,05 0

QEEgQWE >

Paso 1

Las distancias de cada individuo al cluster formado por el resto es

0,7

1,01
0,21
0,22
0,21
0,22
1,56

QEEHgQW»

por lo que el individuo empleado para comenzar la division serd el individuo etiquetado G (notemos que ahora
el criterio que se sigue es maximizar la distancia). Tenemos con ello dos clusters, (G) y (A,B,C,D,E, F).

Paso 2
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A continuacion calculamos la distancia de cada individuo del cluster principal al resto, la distancia de

cada individuo de dicho grupo al nuevo cluster formado asi como la diferencia entre ambas.

Indiv. | Distancia en Distancia al | Diferencia
el grupo principal | nuevo cluster
A 0,7 1,56 —0,86
B 1,01 2,83 —1,82
C 0,21 1,86 —1,65
D 0,22 2,04 —1,82
E 0,21 2,02 —-1,81
F 0,22 2,05 —1,83

A la vista de estos resultados es obvio que ningin elemento se anadird al cluster anterior, por lo que
procede comenzar con la division del grupo principal, empezando por el individuo B. Tenemos asi la division

(@), (B) (A,C,D,E,F).

Paso 3

Volvemos a calcular la distancia entre cada individuo del cluster (A,C, D, E, F) asi como la distancia de

cada individuo de dicho grupo al nuevo cluster formado y la diferencia entre ambas.

Indiv. | Distancia en Distancia al | Diferencia
el grupo principal | nuevo cluster

A 0,7 2,15 —1,45

C 0,21 1,53 —-1,32

D 0,22 1,14 —0,92

E 0,21 1,38 —-1,17

F 0,22 1,01 -0,79

de donde se deduce que ningun individuo se anadird al nuevo cluster formado. Ahora se empezard a dividir
el cluster (A,C, D, E, F) por el individuo A.

Paso 4

Calculamos la distancia entre cada indwiduo del cluster (C, D, E, F) asi como la distancia de cada indi-
viduo de dicho grupo al nuevo cluster formado y la diferencia entre ambas.

Indiv. | Distancia en Distancia al | Diferencia
el grupo principal | nuevo cluster

C 0,21 0,7 —0,49

D 0,22 1,07 -0,85

E 0,21 0,85 —0,64

F 0,22 1,16 -0,94

Ningin elemento se anadird al cluster formado por el individuo A. Elegimos ahora el individuo D (tam-

bién podiamos haber elegido el F').

Paso 5

Calculamos la distancia entre cada individuo del cluster (C, E, F) asi como la distancia de cada individuo

de dicho grupo al nuevo cluster formado y la diferencia entre ambas.

Indiv. | Distancia en Distancia al | Diferencia
el grupo principal | nuevo cluster

C 0,21 0,43 —0,22

E 0,21 0,29 —0,08

F 0,41 0,22 0,19

A la vista del resultado anterior se tiene que el individuo F se suma al individuo D. Vemos si algin otro

individuo se une

Indiv. | Distancia en Distancia al | Diferencia
el grupo principal | nuevo cluster

C 0,21 0,43 —0,22

E 0,21 0,29 —0,08
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con lo cual no se anade ningun individuo.
Paso 6

El proceso se sequiria ahora descomponiendo los dos clusters que quedan, a saber, (D, F) y (C, E), em-
pezando con el primero de ellos pues es el que mds distancia presenta entre sus elementos.

Las técnicas monotéticas son generalmente empleadas cuando los datos son de tipo binario. Ahora la
divisién se inicia en aquellos individuos que poseen y aquellos que no poseen algin atributo especifico.
Teniendo en cuenta este criterio, para un conjunto de datos con m variables binarias hay m divisiones
potenciales del conjunto inicial, m — 1 para cada uno de los dos subgrupos formados y asi sucesivamente; de
ello se deduce que hay que determinar algin criterio para elegir la variable sobre la cual se va a proceder a
la division.

El criterio que suele ser més usual es el basado en los estadisticos del tipo x? obtenidos a partir de la
tabla de doble entrada para cada par de variables

s (ad — bc)®*N
Xk = (e +b)(a+ o)(b+ d)(c + d)

y tomar la variable k tal que Z X?k sea mMaximo.
i#k
Otros criterios alternativos pueden ser

Maxz Xk
Max Z |ad — be|
Max Z(ad — be)?

Por ejemplo consideremos el siguiente ejemplo en el cual se tienen 5 individuos sobre los cuales se miden
tres variables de tipo binario

X1 | Xo | X3
0 |1 |1
1 (1 |o
1|1 |1
1 |1 |o
0 [0 |1

Calculemos primero los estadisticos y? para cada par de variables. Por ejemplo, para las variables X; y
X5 se tiene

XQ\Xl 1 0| Total
1 3 1 4
0 0 1 1
Total |3 2 5
de donde
45
2, =—=1875
X12 24 )

Asimismo x33 = 52 = 2,22 y x35 = 22 = 0,83. Ahora, aplicando el criterio MaXZ XGk» se tiene
Jj#k
X1z + xi3 = 4,09
X1z + X33 = 2,7
X3 + X35 = 3,05
de donde la divisién se basara en la determinacién de quien posee la caracteristica asociada a la variable X3

y quien no, obteniéndose asi los dos clusters (Ia, I3, I4) v (I1,I5). De forma sucesiva se seguirfa aplicando
este criterio a ambos subgrupos.
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3.5. La matriz cofenética. Coeficiente de correlacion cofenético.

Los métodos jerarquicos imponen una estructura sobre los datos y es necesario con frecuencia considerar
si es aceptable o si se introducen distorsiones inaceptables en las relaciones originales. El método mas usado

para verificar este hecho, o sea, para ver la relacién entre el dendrograma y la matriz de proximidades

.. ) g " . . n(n—1)
original, es el coeficiente de correlacién cofenético, el cual es simplemente la correlaciéon entre los ——=
elementos de la parte superior de la matriz de proximidades observada y los correspondientes en la llamada
matriz cofenética, C, cuyos elementos, c;;, se definen como aquellos que determinan la proximidad entre los
elementos ¢ y j cuando éstos se unen en el mismo cluster.

Asi, si tras el empleo de varios procedimientos cluster distintos, éstos conducen a soluciones parecidas,
surge la pregunta de qué método elegiremos como definitivo. La respuesta la da el coeficiente cofenético,
yva que aquel método que tenga un coeficiente cofenético més elevado serd aquel que presente una menor
distorsién en las relaciones originales existentes entre los elementos en estudio.

Ejemplo 3.8 Calculemos las matrices cofenéticas y los coeficientes de correlacion cofenéticos asociados a
los ejemplos 3.1 a 3.4

1. Método del amalgamamiento simple

A B C D E F G

0
1,01 0
0,7 101 0

0,7 1,01 029 0
0,7 1,01 021 029 0

0,7 1,01 029 022 029 0
1,56 1,56 1,56 1,56 1,56 1,56 0

QEEOQ®E P

siendo el coeficiente de correlacion cofenético 0.911438774

2. Método del amalgamamiento completo

A B C D E F G

0
2,83 0
1,16 283 0

1,16 2,83 0,55 0

1,16 2,83 021 055 0

1,16 2,83 055 022 055 0
2,05 2,83 2,05 2,05 2,05 205 0

QEEgQ®E >

siendo el coeficiente de correlacion cofenético 0.788405653

3. Método de la distancia promedio no ponderada

A B C D E F G
A 0

B| 1,7075 0

C| 0945  1,7075 0

D| 0945  1,7075 0,41 0

E| 0945  1,7075 0,21 0,41 0

F| 0945  1,7075 0,41 0,22 0,41 0

G | 2,303125 2,303125 2,303125 2,303125 2,303125 2,303125 0

siendo el coeficiente de correlacion cofenético 0.911167777

4. Método de la distancia promedio ponderada
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A B C D E F G
0

1,442 0

0,045 1,442 0

0,045 1,442 042 0

0,045 1,442 021 042 0

0,045 1,442 042 0,22 042 0
2,06 206 206 206 206 206 0

QEEOQ®E >

siendo el coeficiente de correlacion cofenético 0.911359728

3.6. El problema del niimero de clusters a determinar.

Con frecuencia, cuando se emplean técnicas clusters jerarquicas, el investigador no esta interesado en
la jerarquia completa sino en un subconjunto de particiones obtenidas a partir de ella. Las particiones se
obtienen cortando el dendrograma o seleccionando una de las soluciones en la sucesién encajada de clusters
que comprende la jerarquia.

Desafortunadamente este paso fundamental estd entre los problemas que todavia no estan totalmente
resueltos. Entre las razones méas importantes que se pueden citar para que dicho problema siga siendo un
campo abierto estan las siguientes:

1. La inexistencia de una hipdétesis nula apropiada.

En efecto, la dificultad para crear una hipétesis nula operativa radica en la falta de una definicion clara
y comprensiva de lo que significa no estructura en un conjunto de datos. El concepto de no estructura
(que podia ser una posible hipdtesis nula) estd bastante lejos de ser clara, lo cual conlleva a no saber
qué tipos de contrastes hay que desarrollar para determinar si una determinada estructura esta presente
o 10 en el conjunto de datos. Dubes y Jain (1980) comentan sobre este hecho lo siguiente:

. el rechazo de la hipdtesis nula no es significativo porque no han sido desarrolladas hipdte-
sis alternativas significativas; todavia no existe una definicion util y prdctica de estructura
cluster, matemdticamente hablando.

2. La naturaleza compleja de las distribuciones muestrales multivariantes.

Igualmente intratable es el problema de la mixtura de las distribuciones muestrales multivariantes en
el andlisis de datos reales. Aunque son muchos los aspectos conocidos y desarrollados acerca de la
distribucién normal multivariante, no es ni esperable ni razonable que los datos que se manejen en
estos estudios obedezcan a dicha ley, sino que existirdn mixturas de diversas distribuciones muestrales
que pueden ser incluso desconocidas.

Las soluciones propuestas a estas cuestiones han sido multiples. En algunos campos de aplicacién, como
puede ser algunos tipos de investigaciones en las ciencias bioldgicas, el problema de determinar el nimero
de clusters no es un tema que parezca excesivamente importante ya que el objetivo puede ser simplemente
explorar el patrén general de las relaciones existentes entre los individuos objeto de estudio, lo cual puede ser
observado a partir del dendrograma. Sin embargo hay campos de aplicacién en los cuales se pretende ir més
lejos en el estudio y obtener una clasificacién de los individuos lo mas realista posible, lo cual conlleva tener
que estudiar con més énfasis el problema del nimero de clusters a determinar. Esta cuestién ha motivado la
aparicién de multiples reglas. Algunas de estas reglas son simples métodos heuristicos, otras estan basadas en
contrastes de hipdtesis formales, los cuales han sido desarrollados al amparo de la hipdtesis de la existencia
de una determinada distribucién muestral (casi siempre la normal multivariante), mientras que otros son
procedimientos asimismo heuristicos pero que extraen la filosofia de los contrastes existentes en poblaciones
normales. A continuacién vamos a citar algunas de estas reglas, si bien hay que decir que son muchisimos
los procedimientos que en los ultimos anos han sido desarrollados, con frecuencia orientados a técnicas
particulares.

e La primera técnica que podemos citar se basa simplemente en cortar el dendrograma de forma subjetiva
tras visualizarlo. Obviamente este procedimiento no es nada satisfactorio puesto que estd generalmente
sesgado por la opinién que el investigador posee sobre sus datos.

e Un método mas formal, pero asimismo heuristico, se basa en representar en una grafica el nimero de
clusters que se observan en los distintos niveles del dendrograma frente a los niveles de fusién a los que los
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clusters se unen en cada nivel. La presencia de una pendiente poco pronunciada sugiere que la siguiente unién
de clusters no aporta apenas informacién adicional sobre la aportada en el nivel anterior. Este método, por
lo tanto, se basa en la existencia de pequenos saltos o discontinuidades en los niveles de fusion.

e Mojena (1977) sigui6 con la idea de estudiar los saltos relativos en los valores de fusién y sugirié otro
procedimiento heuristico bastante divulgado y que ha sido fuente de bastantes investigaciones posteriores.
En su método se compara el valor de fusién de cada etapa con el promedio de los valores de fusién sumado
con el producto de una cierta constante por la cuasidesviacién tipica de los valores de fusiéon. Cuando un
valor de fusién supera dicha cantidad se concluye que el nivel precedente es el que origina la solucién éptima.
Mojena sugirié que el valor de la constante debia de estar comprendido en el rango de 2.75 a 3.50 si bien
Milligan, en 1985, tras una detallada investigacion de valores en funcién del nimero de clusters, establece
que el valor éptimo para dicha constante debe ser 1.25.

e Beale en (1969) propuso el uso de un contraste basado en la distribucién F de Snedecor para contrastar
la hipdtesis de la existencia de co clusters frente a la existencia de ¢; clusters, siendo co > ¢;. Para ello se
consideran la suma, para cada particién, de las desviaciones cuadraticas medias de los elementos de cada
cluster a su centroide, llamémoslas DCy y DCy:

Cl1 N4

1 _
DCy = fzz llzi; — Zil[?
L B
1 C2 Uz
DCy= ——% > [lay; — Tl
L e

donde se ha supuesto que el cluster i—ésimo posee n; elementos y n es el total de la muestra. El estadistico
considerado es

DCy — DCy
DCs

2
n—c Cco \ P
— )= -1
n — Co C1
Un resultado significativo indica que la division en ¢y clusters representa una mejoria frente a la divisién
en ¢ clusters. Notemos que este contraste no impone ninguna distribucién concreta de la muestra.
Los siguientes métodos que vamos a comentar ahora proceden en su mayoria de la abstracciéon de proce-

dimientos inherentes en su mayoria al andlisis multivariante paramétrico. Para su desarrollo, definimos las
siguientes matrices:

F(p(ca —c1),p(n —¢2)) =

k n;
T=3"3 (i —F)(xy —7)
=1 j=1
k  n; ,
W= Z(%‘ z;)(2ij — Ti)
k ’
B= Zni(ﬂcl Z)(T; — )

Estas matrices representan, respectivamente, la dispersion total de todos los individuos respecto de su
centroide, la suma de las dispersiones en cada grupo (desviacién intra clusters) y la dispersién entre los
grupos (desviacién entre clusters). Asimismo k representa el nimero total de clusters y n es el tamarfio total
de la muestra (n =nq + -+ ng).

Se puede comprobar que se cumple la igualdad 7' = W + B. Dicha igualdad es la extensién al caso
multivariante de la conocida descomposiciéon de la variabilidad del andlisis de la varianza de una via. Para
fijar ideas y particularizando al caso unidimensional, es obvio que en tales circunstancias un criterio 16gico
para determinar el nimero de clusters seria elegir aquella particién que tuviera el menor valor en la desviacién
intra-clusters o, equivalentemente, el mayor valor en la desviacion entre-clusters.

Siguiendo con esta idea se puede extender dicha situacion al caso multivariante, si bien el empleo de las
matrices antes resenadas no hace tan inmediata dicha extension. Por ello surgen diversos procedimientos,
entre los cuales podemos citar los siguientes:
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1. Minimizacion de la traza de W.

Esta es la extensién mas inmediata al criterio anteriormente comentado para el caso unidimensional.
Evidentemente esto es equivalente a minimizar la suma de los cuadrados de las distancias euclideas
entre cada individuo a la media del cluster al que ha sido asignado.

Hay que hacer notar que este criterio esta implicito en diversos métodos no jerarquicos que seran
descritos en el capitulo siguiente, como el de Forgy, Jancey y el de las k-medias, asi como, dentro de
los métodos jerarquicos, el de Ward.

Notemos asimismo que como T = W + B, entonces tr[T] = tr[W] + tr[B], por lo que minimizar la
traza de W equivale a maximizar la traza de B ya que, sea cual sea la configuracién de clusters que se
establezca, la matriz T no varia y, por tanto, tampoco su traza.

. Minimizacién de k%|W|.

Marriot en 1971 sugiere el empleo de k?|W |, tomandose el valor de k tal que haga esa cantidad minimo.

. Minimizacién del determinante de W.

En el andlisis de la varianza multivariante de una via (MANOVA) son diversos los criterios empleados
basados en la distribucion de la razén de verosimilitudes. Entre ellos destaca el criterio de Wilks, el
cual considera el cociente

Sl w)
|T| |W + Bj

rechazandose la hipdtesis nula de igualdad de las medias poblacionales si ese cociente es menor que un
valor predeterminado o, lo que es equivalente, si el cociente

171
W]

es mayor que un determinado valor.

Es evidente que en nuestro ambiente no podemos aplicar este contraste ya que carecemos de las hipdtesis
de normalidad multivariante, pero se puede abstraer la filosofia de dicho contraste y aplicarlo para
nuestros propositos, lo cual no deja de ser un método puramente heuristico. Asi pues y puesto que
para todas las particiones de los individuos en k grupos la matriz T' permanece constante, Friedman y
Rubin sugirieron en 1967 la maximizacién de dicho cociente, lo cual equivale a la minimizacién de |W].

. Maximizacién de la traza de BW!.

Siguiendo con la misma idea anterior, otro de los criterios que se pueden aplicar en el andlisis de la
varianza multivariante de una via es el debido a Lawley y Hotelling, quienes proponen el empleo del
estadistico

tr[BW 1]

siendo rechazada la hipdtesis nula cuando dicha traza supere un cierto valor impuesto de antemano.

En nuestro caso, y siempre abstrayendo la filosofia del criterio expuesto, debemos seleccionar aquella
particién que produzca la maximizacién de esa traza.

. Por otro lado, Calinski y Harabasz (1974) proponen el estadistico

tr[B]
k-1
r[W

n —

o

—+

o

tomando como numero éptimo de clusters aquel que produzca el mayor valor de C.



